
 

 Conic sectionsالقطوع المخروطية  

 Circle   الدائرة

 

  : هي  a   ونصف قطرها (   )المعادلة القياسية للدائرة التي مركزها 

(   )  (   )                                        

 والمعادلة العامة لها هي :

                                           

     ⁄          ⁄   حيث            ثوابت   و          √      

 ملاحظة : من المعادلة العامة للدائرة نلاحظ ما يلي :

 .  xy. معادلة الدائرة لا تحتوي على الحد 1

 ويفضل ان يكون واحد   يساوي معامل    . معامل 2

            . يجب ان يكون 3

                          جد مركز ونصف قطر الدائرة   ( :1مثال )

                                                

          ⁄          (  )  ⁄      

   الحل                   (  )√  

   2ونصف القطر  (    )المركز هو            

                ⁄                (   )  ⁄        √( )          

   6ونصف القطر  (   )المركز هو            
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   Parabolaالقطع المكافئ  

 هي : (     )وبؤرته النقطة  (   )الذي راسه النقطة  المكافئ. معادلة القطع 1

 (   )    (   )     متناظر حول  المستقبم         ومعادلة دليله       

 هي : (     )وبؤرته النقطة  (   ). معادلة القطع المكافئ الذي راسه النقطة 2

 (   )     (   )     متناظر حول  المستقبم         ومعادلة دليله       

 

 هي : (     ) وبؤرته النقطة (   ). معادلة القطع المكافئ الذي راسه النقطة 3

 (   )    (   )     متناظر حول  المستقبم         ومعادلة دليله       

 هي : (     )وبؤرته النقطة  (   ). معادلة القطع المكافئ الذي راسه النقطة 4

 (   )     (   )     متناظر حول  المستقبم         ومعادلة دليله       

 
 ( : ناقش وارسم المعادلات التالية :2مثال )

                                                                   

                             (   )   (   )                                                   

     ومحور تناظره هو المستقيم   (   )المعادلة تمثل قطع مكافئ رأسه  

(     )   وبؤرته                        ودليله  (   ) 
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                                     (   )     (   ) 

      ومحور تناظره هو  (    )المعادلة تمثل قطع مكافئ رأسه  

(      )وبؤرته                             ودليله      (     ) 

 

                         

                                           (   )   (   ) 

     ومحور تناظره هو  (    )المعادلة تمثل قطع مكافئ رأسه  

⁄     )وبؤرته       ⁄            )  (   ⁄ ⁄          ودليله   (    

   ⁄ 

 

                 

                ⁄       ⁄                      (    ⁄ )   (    ⁄ ) 

⁄  )المعادلة تمثل قطع مكافئ رأسه       ⁄   ⁄       ومحور تناظره هو   (

⁄  )  بؤرته   ⁄             ⁄     ⁄ )  (     ⁄ ⁄    ودليله     (    ⁄  

  ⁄ 
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   Ellipseالقطع الناقص

 فان           و      اذا كان  

 هي : (     )وبؤرتيه  (     ) (     )ورؤوسه  (   ). معادلة القطع الناقص الذي مركزه 1

(   ) 

  
 
(   ) 

  
   

 يقع عليه        المحور الكبير يوازي المحور السيني وعندما 

 يقع عليه        المحور الصادي وعندما  الصغير يوازيالمحور 

 

 

 هي : (     )وبؤرتيه  (     ) (     )ورؤوسه  (   ). . معادلة القطع الناقص الذي مركزه 2

(   ) 

  
 
(   ) 

  
   

 يقع عليه        المحور الكبير يوازي المحور الصادي وعندما 

 يقع عليه        المحور الصغير يوازي المحور السيني وعندما 
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 ( : ناقش وارسم المعادلات التالية :3مثال )

                        

                                   {  (   )    (   )     }        

                                         
(   ) 

 
 
(   ) 

 
   

 (   )المعادلة تمثل قطع ناقص مركزه  

                                              

(     )              رأسي المحور الكبير الموازي للمحور السيني  (   )        (     )  (   ) 

(     )رأسي المحور الصغير الموازي للمحور الصادي           (   )        (     )  (   ) 

    (   √  )         (   √  )                       بؤرتاه   

 

                           

                              

  {   (   )    (   )     }      

                                         
(   ) 

 
 
(   ) 

 
   

 (    )المعادلة تمثل قطع ناقص مركزه  

                                              

(      )      رأسي المحور الكبير الموازي للمحور الصادي  (    )      (      )  (   ) 

(      )  رأسي المحور الصغير الموازي للمحور السيني  (     )    (      )  (    ) 

    ( √     )          ( √     )                       بؤرتاه   
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   Hyparabolaالقطع الزائد  

 فان :          و        اذا كان 

 هي : (     )وبؤرتيه  (     )ورأسيه  (   ). معادلة القطع الزائد الذي مركزه 1

(   ) 

  
 
(   ) 

  
   

 

 هي : (     )وبؤرتيه  (     )ورأسيه  (   ). معادلة القطع الزائد الذي مركزه 2

(   ) 

  
 
(   ) 

  
   

 

 ( : ناقش وارسم المعادلات التالية :4مثال ) 

                     

                                            (   )              

           
  

 
 
(   ) 
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 (   )مركزه   المعادلة تمثل قطع زائد

                                              

(     )الرأسان           (   )                      (     )  (    ) 

(   √  )البؤرتان             (√   )       (  √   )  ( √   ) 

 

                            

                                          (   )   (   ) 

     

(   ) 

 
 
(   ) 

 
   

 (   )المعادلة تمثل قطع زائد مركزه  

 

(     )الرأسان           (   )                      (     )  (    ) 

(     )البؤرتان             (   )                       (     )  (    ) 
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 تمارين

 ناقش العبارات التالية معززا اجابتك بالرسم

                                                                       

                                                                                   

                                                                      

                                                                   

                                                                

                                                                     

                                                               

                                                                        

                                                                                

                                                                              

 

 

 

 

My Documents
Typewritten text
8



 :٠ؼـٝ تاٌظ١غح  bاٌٝ   f  ِٓaاٌرىاًِ اٌّسذد ٌٍذاٌح , [a,b]داٌح ِؼشفح ػٍٝ اٌفرشج  fٌرىٓ :  ذؼش٠ف

 .تششؽ اْ اٌغا٠ح ِٛخٛدج

  ٌٝرىٓ : ِثشٕ٘ح اٌم١ّح اٌٛعـf  داٌح ِؼشفح ِٚغرّشج ػٍٝ اٌفرشج[a,b]  ٚلاتٍح ٌلاشرماق

 :فأْ  (a<c<b)تس١ث  cفأٗ ٠ٛخذ ػٍٝ الالً ػذد ٚازذ ١ٌىٓ  (a,b)فٟ اٌفرشج 

 .اٌّثشٕ٘ح الاعاع١ح الاٌٚٝ ٌسغاب اٌرىاًِ اٌّسذد 

تاعرخذاَ ِثشٕ٘ح اٌم١ّح  f(b)-f(a)=f(x1)-f(x0)+ f(x2)-f(x1)+ … +f(xn)-f(xn-1): 1اٌثش٘اْ

 اٌٛعـٝ 

1) F   ٟداٌح ِغرّشج ف[a,b] 
2) F  ٟداٌح لاتٍح ٌلاشرماق ف(xi-1,xi) 

 

 (1ٔؼٛع فٟ 
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)()(

))(())(())(()()(

)()())((

)(),(],[:تّا اْ  baxxfxf  

afbfdxxf )()()( 
a

b

 

],[ٌىً  f`(x)=f(x)ٚوأد  [a,b]داٌح ِؼشفح ػٍٝ اٌفرشج  fٌرىٓ  bax  ْفا: 

)( 
)()( 

cf
 ab

afbf

)(lim)( 
1

0| || |
Dxwfdxxf

a
p

b

i

ii

n








 

 :انركايم انًحذد 

يجًٕع ,[ a,b]جضء يٍ انفرشج  pٔنٛكٍ [ a,b]دانح يؼشفح ػهٗ انفرشج انًغهمح  fنركٍ : ذؼشٚف     

 : ٚؼطٙ تانصٛغح  f(Rp)سًٚاٌ نهذانح 

  i=1,2,3,…,nنجًٛغ لٛى [ xi-1,xi]تؼط الاػذاد فٙ انفرشج  wiحٛث 

)( 
1i

iip DxwfR
n
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 زغاب اٌّغازاخ تاٌرىاًِ 
 

    X=b   اٌٝ y=f(x)   ِٓx=aاٌّغازح ذسد إٌّسٕٟ 

 :ذؼـٝ تاٌظ١غح اٌرا١ٌح   

 


b

a

dxxfA )( 

 

 

 

 

 :ِلازظح 

فأْ  a≤x≤bداٌح ِغرّشج ِٚٛخثح فٟ اٌس١ض  y=f(x)ارا وأد  (1
b

a

dxxf ٠ىْٛ ِٛخة اِا ارا وأد  )(

 ( xذسد اٌّسٛس )عاٌثح فاْ اٌرىاًِ ٠ىْٛ عاٌة

فاْ  c ≤ y ≤ d داٌح ِغرّشج ِٚٛخثح فٟ اٌس١ض  x=g(y)ارا وأد  (2
d

c

dyyg ٠ىْٛ ِٛخة اٞ ١ّ٠ٓ  )(

اِا ارا وأد عاٌثح فاْ  (y)اٌّسٛس 
d

c

dyyg   (٠yغاس اٌّسٛس)عاٌة  )(

 
 

 c≤y≤dذغ١ش اشاسذٙا فٟ اٌس١ض  x=g(y)اٚ ارا وأد  a≤x≤bذغ١ش اشاسذٙا فٟ اٌس١ض   y=f(x)ارا وأد  (3

 .فاْ اٌّغازح ذسد إٌّسٕٟ عٛف ذىْٛ ِدّٛع اث١ٕٓ اٚ اوثش ِٓ اٌرىاِلاخ اٌّسذدج 
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y=x2اٚخذ اٌّغازح ذسد إٌّسٕٟ :  ِثاي
   x≤3≥1ز١ث  

 

ٚزذجِشتؼح

x
dxxydxA

3

26

3

1
9

3
1

3

1

3

1

3

1

3
2



  
 

 

 

 

 

y=4x-x2ٚإٌّسٕٟ  xاٚخذ اٌّغازح اٌّسذدج ت١ٓ اٌّسٛس :  ِثاي
 . 

 

Y=0  → x(x-4)=0 → x=0,4 

-y=x2-4x+4-4 
-y+4 = (x-2)2 →(x-2)2= -(y-4) 

ٚزذجِشتؼح
x

x

dxxxydxA

3

32
|

3
2

)4(

4

0

3
2

4

0

2

4

0



 
 

 
 
 

 . xٚاٌّسٛس  y=x3-6x2+8xاٚخذ اٌّغازح اٌّسذدج ت١ٓ إٌّسٕٟ :  ِثاي

 

Y=0 → x3-6x2+8x=0  → x( x2-6x+8)=0 

x(x-4)(x-2) =0 →x=0,4,2    (0,0),(4,0),(2,0) 

ٚزذجِشتؼح

dxxxxdxxxx

ydxydxA

844

)86()86(

4

2

23

2

0

23

4

2

2

0
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 x=3π/2 ,  x=0 , y=sin(x)اٚخذ اٌّغازح اٌّسذدج تـ : ِثاي

sinx=0  →  x=nπ  , n=0,±1,±2,… 

ٚزذجِشتؼح

xxxdxxdxA

3

]cos]cossinsin
0

2

32

3

0



  












 
  

 

 

 

 :اٌّغازح ت١ٓ ِٕس١١ٓ 
 

 f(x) >g(x)ٌٕٚفشع وزٌه اْ  [a,b]ّ٘ا داٌراْ ِغرّشذاْ ِٚؼشفراْ فٟ اٌس١ض  f ,gٌٕفشع اْ      
,a≤x≤b  

 
      

 A2ٚاٌّغازح  A1ٔغرخشج اٌّغازح  x=a,x=bاٌّسذدج ت١ٓ ِٕس١١ٕٓ ٚاٌّغرم١ّاْ  Aاٌّغازح  فلاعرخشاج  

 .Aٚاٌفشق ت١ّٕٙا ع١ؼـٟ اٌّغازح 

 

  

b

a

b

a

b

a

dxxgxfdxxgdxxfAAA )]()([)()(12 

 
 . y=-x2+6x   ٚy=x2-2x  اٚخذ اٌّغازح اٌّسذدج ت١ٓ ِٕس١ٕٟ اٌمـغ اٌّىافئ:  ِثاي

        y=x2-6x=9-9-:الاٚي
 (x-3)2=-(y-9)                

 :ٚٔماؽ ذماؿؼٗ ِغ اٌّسٛس٠ٓ   (3,9+)اٌشاط 

x=0  →y=0         

y=0 →x2-6x=0 
x(x-6)=0 → x=0,6  

  y=x2-2x+1-1  → y=(x-1)2-1:اٌثأٟ 

(x-1)2=y+1 
 (1-,1)اٌشأط 
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 x=0 → y=0ٔماؽ ذماؿؼٗ ِغ اٌّسٛس٠ٓ 

y=0 →x2-2x=0  →(x-2)=0 → x=0,2  
         y1=y2  ←    6x-x2=x2-2x: ٔماؽ ذماؿغ اٌمـؼ١ٓ

2x2-8x=0 → 2x(x-4)=0 → (0,0) ,(4,8)        

dxxxٚزذجِشتؼح

dxxxxxdxyyA



 





4

0

2

4

0

4

0

22

3

64
)82(

)26()21(

   

 
 .  x2+y2=4  ,  x2+y2 =4xاٚخذ ِغازح اٌدضء اٌّشرشن ت١ٓ اٌذائشذ١ٓ :  ِثاي

 

±,4x=4            4(x-1)=0  →x=1 →(1 :ٔماؽ ذماؿغ اٌذائشذ١ٓ  3 ) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2

222

22

42

424)2(

0444
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yxyx

yxx







 

 

ٚزذجِشتؼح

yyyy

d
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dyy

dyyyA

)32
3

8
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2

3
)

2

1
(

2

3
)

2

3
(sin8

2
)

2

4
(

2
)

2
(sin8sincossin8

sin
2

2sin
8]cos)cos

2

)2cos1(
2[8

)coscos2(8cos)1cos2(8

)cos2)(1sin44(4

)14(4

)42(4sin2

1

3

0

2

1

3

0

3

0
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0

2
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0
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0

2
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0
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خذ ِغازح إٌّـمح اٌّسذدج تإٌّسٕٟ   : 3 ِثاي
x

y
1

  ٟٕٚإٌّسy=x2
 . yٚاٌّسٛس  y=4ٚاٌّغرم١ُ  

شش٠سح افم١ح  

LnAٚزذجِشتؼح

LnLnydy
y

A

ٚٚزذجِشتؼح
y

dyyxdyA

4
3

2

4
1

3

2

2
3

4

1

4

12

1

0

2

3

1

0

1

0

1











 

 

 

: شش٠سح ػّٛد٠ح 

  
4

1

0

1

4

1

22 4
3

2
)

1
()4( Lndxxٚزذجِشتؼح
x

dxxA 

 
 
 .  y=2x-4ٚاٌّغرم١ُ  y2=4xخذ ِغازح إٌّـمح اٌّسذدج تإٌّسٕٟ : 4 ِثاي

اٌّغرم١ُاٌّغرم١ُ 
y

x
2

4
 

 

 : شش٠سح افم١ح 

 

 

 

ٚزذجِشتؼح
yy

dy
yy

A 9
62

)4(

2

1

42

4
4

2

324

2

2





























 




 

:شش٠سح ػّٛد٠ح   

1

0

4

1

9)422(22  dxxxdxxAٚزذجِشتؼح
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 زدَٛ اخغاَ دٚاس١ٔح 
 

ػٓ دٚساْ لـؼح عـر ِغر٠ٛح زٛي ِغرم١ُ ٚالغ فٟ ِغرٛا٘ا ٠ّٚىٓ  ٠رٌٛذ اٌدغُ اٌذٚسأٟ: ذؼش٠ف     

 :ا٠داد زدُ اٌدغُ اٌذٚسأٟ تاعرخذاَ ازذٜ اٌـش٠مر١ٓ اٌرا١ٌر١ٓ 

 

 Disks Methodؿش٠مح اٌمشص  .1
 ػٕذِا ٠ىْٛ ِسٛس اٌذٚساْ خضءاً ِٓ زذٚد لـؼح اٌغـر  ( أ

 
 ِدّٛع زدَٛ اٌششائر ٠ٕرح ٌٕا اٌدغُ اٌىٍٟ 

 لإ٠داد اٌسدُ ٔسراج اٌٝ ا٠داد اٌّغازح 

  y=f(x)ِغازح دائشج ٔظف لـش٘ا 

      الاسذفاع  ×ِغازح اٌماػذج =زدُ اٌمشص 

 الاسذفاع          xِغازح اٌذائشج =                

                  V= 
b

a

dxxf 2))(( 

اٌشش٠سح ػّٛد٠ح ػٍٝ ِسٛس  ؿش٠مح اٌمشص دائّا ٔاخز" xدٚساْ اٌّغازح زٛي اٌّسٛس  (1

 "اٌذٚساْ

      

b

a

dxxfV 2))(( 

 yدٚساْ اٌّغازح زٛي اٌّسٛس  (2
  

   

d

c

dyygV 2))(( 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

d
y                

x=g(y) 
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 :ػٕذِا لا ٠ىْٛ ِسٛس اٌذٚساْ خضءا ِٓ زذٚد اٌغـر  ( ب
 

 
  xزٛي اٌّسٛس  (1

 

b

a

dxyyV )( 2

2

2

1        

 yزٛي اٌّسٛس  (2

 

d

c

dyxxV )( 2

2

2

1 

 

 

 

 

 . yزٛي اٌّسٛس   y2=8xاٚخذ زدُ اٌدغُ اٌّرٌٛذ ِٓ دٚساْ اٌّغازح اٌّسذدج ت١ٓ اٌمـغ اٌّىافئ :  ِثاي
  x=2 →y2=16ٔماؽ اٌرماؿغ 

  y=±4                    

ٚزذجِىؼثح
y

y

dy
y

dy
y

V

dyxxV

d

c

5

128

64
42

)
64

4(2
64

)2(

)(

4

0

5

4

0

24

4

4
2

2

2

2

1
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1زدُ اٌدغُ اٌّرٌٛذ ِٓ دٚساْ ِٕسٕٟ اٌمـغ إٌالض  اٚخذ:  ِثاي
2

2

2

2


b

y

a

x
 xزٛي اٌّسٛس   

ab
a

a
a

bx
xa

a

b

dxxa
a

b
V

xa
a

b
y

a

x

b

y

dxyV

a

a

a

a

2
3

3

2

2

0

3
2

2

2

0

22

2

2

22

2

2
2

2

2

2

2

2

3

4

3
2

3

2

)(2

)(1








































 

 

 

زٛي اٌّسٛس   y=4x-x2  ٚ y=x2اٚخذ زدُ اٌدغُ إٌاذح ِٓ دٚساْ اٌّغازح اٌّسذدج ت١ٓ إٌّس١١ٓ : ِثاي

y=6. 

 -y=x2-4x+4-4                                      
-y=(x-2)2-4   → (x-2)2=-(y-4)             

 (2,4:)اٌشأط 

                  y1=y2:ٔماؽ ذماؿغ إٌّس١١ٕٓ 
                                x2=4x – x2 

2x2-4x=0  →x(x-2) =0      →x=0,2 

(0,0)   ,   (2,4)                          
 x  ,y=0ٔماؽ اٌرماؿغ ِغ اٌّسٛس 

x2-4x =0 → x(x-4) =0  

                   x=0,4  
 

 

ٚزذجِشتؼح

xxx

dxxxx

dxxxxxxxx

dxyyyy

dxyyV












3

64

]
4

8

2

48

3

40
[

]84840[

)816124812(

)12361236(

])6()6[(

2

0

423

32

432242

2

22

2

11

2

0

2

2

2

1


























 

 

 

       (0,b)                      
     

(-a,0)                                           
(a,0) 

 

        (0,-b)                     
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 Shell methodؿش٠مح اٌمششج   (2

rhDX= اٌغّه  xالاسذفاع  xاٌّس١ؾ =زدُ اٌمششج     2.. 

 اْ اٌمششج الاعـٛا١ٔح ٟ٘ اٌسدُ اٌّسرٜٛ ت١ٓ اعـٛأر١ٓ ِرّشوضذ١ٓ 

 زدُ اٌدغُ اٌذٚسأٟ ِّىٓ ذمش٠ثٗ ٌّدّٛػح ِٓ( أٞ راخ ِشوض ٚازذ)

الاٌمششج الاعـٛا١ٔح اٌرٟ عرٕرح ِٓ دٚساْ اٌّغازح زٛي ِسٛس 

 اٌذٚساْ

 

 :yزدُ اٌدغُ إٌاذح ػٓ اٌذٚساْ زٛي اٌّسٛس  (1

 

b

a

dxxxFV )(2 

 :xزدُ اٌدغُ إٌاذح ػٓ اٌذٚساْ زٛي اٌّسٛس  (2



d

c

dyyygV )(2 

 :ِلازظح 

فٟ  y1=f1(x)  ٚy2=f2(x)اْ زدُ اٌدغُ اٌّرٌٛذ ِٓ دٚساْ اٌّغازح اٌّسذدج تإٌّس١١ٕٓ  -1

 :٘ٛ yزٛي اٌّسٛس  a,bاٌس١ض اٌّسظٛس ت١ٓ 

 dxxfxfxV

b

a

  )()(2 21 

فٟ  x1=g1(y)  ٚx2=g2(y)زدُ اٌدغُ اٌّرٌٛذ ِٓ دٚساْ اٌّغازح اٌّسذدج تإٌّس١١ٕٓ  -2

 :٘ٛ  xزٛي اٌّسٛس  y=c , y=dاٌس١ض اٌّسذد ت١ٓ 

 dyygygyV

b

a

  )()(2 21 

x=y2خذ اٌسدُ اٌّرٌٛذ ِٓ دٚساْ إٌّـمح اٌّسذدج تإٌّسٕٟ :  ِثاي
 .y=-1زٛي اٌّغرم١ُ  y=x-2ٚاٌّغرم١ُ  

 :ٔماؽ ذماؿغ اٌّغرم١ُ ِغ إٌّسٕٟ 

y2=(x-2)2  →   y2=x2-4x+4  

y1
2=y2

2 →   x=x2-4x+4    

x2-5x+4=0  →   (x-4) (x-1) =0  →   x=1,4  

(1,-1 ) ,(4,2 )  

 

 :اٌشش٠سح الافم١ح

yٚزذجِىؼثح
yy

dyyyyyy

dyyyydyxxyV

2

27
2

2

3

4
2)22(2

)2)(1(2))(1(2

2

1

2

1

24
232

2

1

2

1

2

21
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 V=V1+V2: اٌشش٠سح اٌؼّٛد٠ح 

Vٚزذجِىؼثح

xxx
dxxxxx

dxxxdxyyV

dxxydxٚزذجِىؼثح

dxyyyy

dxyyV

2

27

6

65

3

8

6

65
]

3

1

3

4

2

3

3

64

3

32
24[

33

4

2

3
]1212[

))12()1(()1()1(

3

8
44

)2112(

))1()1((

4

1

32

3

24

1

2

4

1

22

4

1

22

2

1

0

2

11

0

1

0

22

1

0

22

1























































 

 
 

y=x2اٚخذ زدُ اٌدغُ إٌاذح ِٓ دٚساْ إٌّـمح اٌّسذدج تإٌّسٕٟ :  ِثاي
 : y=4ٚاٌّغرم١ُ  

زٛي y=-1  (5)زٛي اٌّغرم١ُ x (4 )زٛي اٌّسٛس y=4  (3 ) زٛي اٌّسٛسy (2 )زٛي اٌّسٛس (1)      

 .تـش٠مح اٌمششج  x=2اٌّغرم١ُ 

 yزٛي اٌّسٛس  ( 1

ٚزذجِىؼثح

x
xdxxx

dxyxV







8
4

16
82

4
22)4(2

)4(2

2

0

2

0

2
22

2

0



























 

                    

    y=-1زٛي اٌّسٛس ( 2
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 :   x=2زٛي اٌّغرم١ُ  (3

ٚزذجِىؼثح

dxxxV

dxyxV

3

128

)4)(2(2

)4)(2(2

2

2

2

2

2





















 

 

 

 

  x=-2زٛي اٌّغرم١ُ  (4






2

2

)4)(2(2 dxyxV  

 

 

 

 ؿٛي إٌّسٕٟ اٌّغرٛٞ 

 
ِٓ  y=f(x)فاْ ؿٛي اٌمٛط ٌٍّٕسٕٟ   [a,b]داٌراْ ِغرّشذاْ فٟ اٌفرشج  `f,fارا وأد :  1ذؼش٠ف

x=a  ٌٝاx=b  ٠ؼـٝ تاٌؼلالح : 

 









b

a

dx
dx

dy
L

2

1 

 

ِٓ  x=g(y)فاْ ؿٛي اٌمٛط ٌٍّٕسٕٟ  [c,d]داٌراْ ِغرّشذاْ فٟ اٌفرشج  `g,gارا وأد : 2 ذؼش٠ف

c  ٌٝاd   ٠ؼـٝ تاٌؼلالح اٌرا١ٌح  : 









d

c

dy
dy

dx
L

2

1 

 

yydyyyٚزذجِىؼثح

dyyyV

xdyyV







15

1088

3

2

5

2
4)(2

)1(4

2)1(2

4

0

2

3

2

5

2

14

0

2

3

4

0

4

0
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 y=f(t)  ٚx=g(t)فغرىْٛ  ارا واْ إٌّسٕٟ ِؼشف تذلاٌح ِؼادٌر١ٓ ٚاٌّؼادلاخ اٌٛع١ـ١ح: 3ذؼش٠ف

 : فّؼادٌح ؿٛي إٌّسٕٟ ٠ؼـٝ تاٌؼلالح 

 


















2

1

22t

t

dt
dt

dy

dt

dx
L 

 

 

 

x=t2اٚخذ ؿٛي لٛط إٌّسٕٟ ( 1 ِثاي
  ٚy=t3

   ِٓt=0   ٌٝاt=4. 

 

tdtttLٚزذج

tttt
dt

dy

dt

dx

t
dt

dy
t

dt

dx

dt
dt

dy

dt

dx
L

t

t

))137(37(
27

8
)94(

3

2

18

1
)94(

)94(94

3,2

4

0

2

3

2

4

0

2

1

2

2242

22

2

2

1

22






















































 

 

 
 :  x=4اٌٝ   24xy=x4+48    ِٓx=2اٚخذ ؿٛي لٛط إٌّسٕٟ :  ِثاي

 

 


































































4

2

4

2

2
2

2

4

4

24

4

48

4

484

4

482

2

4

2

4

2

44

4
3

3
3

4

2

2

6

17
2

88

16

64

)16(

64

25632

64

2563264

64

25632
11

8

16

24

483

24

484

6

)
24

48
(6

24

244
42424

1

dxxٚزذج
x

dx
x

x
L

x

x

x

xx

x

xxx

x

xx

dx

dy

x

x

x

x

x

xx

x

x

x
x

dx

dy

x

yx

dx

dy
xy

dx

dy
x

dx
dx

dy
L
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 ِغازح اٌغـر اٌذٚسأٟ 

ػٍٝ اٌرٛاٌٟ فاْ ِغازح  [c,d]ٚ  [a,b]داٌراْ ِغرّشذاْ ِٛخثراْ فٟ اٌفرشج   f  ٚgٌرىٓ :  ذؼش٠ف

 ..اٌغـر اٌّرٌٛذج ِٓ دٚساْ لٛط اٚ خضء ِٓ إٌّسٕٟ 

 

1) y=f(x)    ِٓx=a    ٌٝاx=b   زٛي اٌّسٛسx  ٟ٘: 

 

 

b

a

dx
dx

dy
xfSx 2)(1)(2 

2) x=g(y)  ِٓy=c    ٌٝاy=d    زٛي اٌّسٛسy    ٟ٘: 

 

d

c

dy
dy

dx
ygSx 2)(1)(2 

فاْ ِغازح  x=x(t)    ٚy=y(t)اِا ارا واْ إٌّسٕٟ ِؼشف تذلاٌح اٌّؼادٌر١ٓ اٌٛع١ـ١ر١ٓ 

 :ٟ٘   t=t1  ٚt=t2اٌغـر اٌذٚسأٟ ت١ٓ 

 

x   زٛي اٌّسٛس  


















2

1

22

2

t

t

dt
dt

dy

dt

dx
ySx  

 

y    زٛي اٌّسٛس  


















2

1

22

2

t

t

dt
dt

dy

dt

dx
xSy  

 

y=x2اٚخذ ِغازح اٌغـر اٌذٚسأٟ إٌاذح ػٓ ذذ٠ٚش لٛط إٌّسٕٟ : 1 ِثاي
زٛي  (2,4)ٚ  (0,0)ت١ٓ  

 . yاٌّسٛس 

  yٚزذجِشتؼح

dyy
y

y
dy

y

y
y

dy
y

y

y
dy

dx
yxxydy

dy

dx
xSy

5.1114
34

2

)14(
2

2
4

14
2

4
12

2

1
,12

2
3

4

0

4

0

2
1

2
1

2
1

2

1

4

0

1

2

1

4

0

2

1

2

1

2

2























 

















 

 

 
ت١ٓ  y=a(θ-sinθ),x=a(1-cosθ)خذ اٌّغازح اٌغـس١ح اٌّرٌٛذج ِٓ دٚساْ لٛط إٌّسٕٟ  (2 ِثاي

θ=0  ٚθ=Л   زٛي اٌّسٛسy . 

My Documents
Typewritten text
22



3

32

3

2
28)

2
(cos

3

2

2
cos28)

2
cos

2
sin

2
(sin8

)
2

cos1(
2

sin8
2

sin8
2

sin2
2

sin222

)cos1(2)cos1(2

)cos1(2coscos2sin

)cos1(,sin

2

2
2

0

32

0

22

0 0

232

0

22

0

2

2222222

22

0

22







































 





a
aada

dadada

daaSy

aaaaa
d

dy

d

dx

a
d

dy
a

d

dx

d
d

dy

d

dx
xSy

































































 





 

 

 

H.W: 
 x=1اٌٝ   y=Lnx  ِٓx=0ازغة ِغازح اٌغـر اٌّرٌٛذ ِٓ دٚساْ إٌّسٕٟ ( 1

    y    :x=t   ,   y=Lnt         ,    t=0→1زٛي اٌّسٛس 

 

1اثثد اْ ؿٛي لٛط إٌّسٕٟ   (2
2

2

2

2


b

y

a

x
   ٛ٘



dea  
2

0

22 sin14  ز١ث

e  الاخرلاف اٌّشوضٞ ٌٍمـغ إٌالض ٛ٘. 
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  " Polar Coordinate Systems":الازذاث١اخ اٌمـث١ح 

 اٌمـة اٚ الاطً ٔمـح o ذذػٝ) o ٌٚرىٓ اٌّغرٛٞ فٟ ثاترح ٔمـح تاخر١اس ٔثذأ اٌمـث١ح الازذاث١اخ ٔظاَ ذؼش٠في     

pole )ُاٌمـثٟ الازذاثٟ ٠ذػٝ ا١ّ١ٌٓ تاذداٖ افمٟ ِغرم١ُ اٌمـة ِٓ ٔشعُ ث (Polar axis ) . 

اٌضا٠ٚح   p(r>0)  ٚθاٌٝ  oاٌّغافح ِٓ إٌمـح  ١ٌٚrىٓ  oذخرٍف ػٓ  pٔمـح فٟ اٌّغرٛٞ ٌٚرىٓ  ذاًِ ا٠ح   

وّا   (θ <2 π >0)أٞ ػىظ زشوح ػمشب اٌغاػح  opاٌّسظٛسج ت١ٓ الازذاثٟ اٌمـثٟ ٚالاذداٖ اٌّٛخة ٌٍشؼاع 

 . ٠ٚp(r, θ)شِض ٌٙا تاٌشِض  pالازذاث١اخ اٌمـث١ح ٌٍٕمـح  θ,rٚتزٌه ذىْٛ . ٘ٛ ِٛػر فٟ اٌشىً 

 غ١ش ٚز١ذج أٞ اْ pازذاث١اخ إٌمـح  :-ِلازظح 

 وً ٔمـح فٟ اٌّغرٛٞ ٠ّىٓ ذؼ١١ٕٙا تؼذج ؿشق 

 ِخرٍفح فٟ الازذاث١اخ اٌمـث١ح ٌٚرىٓ ازذاث١اخ 

 p  ٟ٘(r, θ+2n π)  ٚ(-r, θ+2n π)إٌمـح 

 

  (3,-7 π /4)ٚ  (3,9 π /4)ٚ  (π /4 ,3): فّثلا 

 .ٔمـح خ١ّؼٙا ذّثً ٔفظ اي

 

 

 
 

 

  اٌذ٠ىاسذ١ح ٚالازذاث١اخ اٌمـث١ح الازذاث١اخ ت١ٓ اٌؼلالح

 

 :ذؼـٝ تاٌشىً اٌراٌٟ   pٌٍٕمـح  (r,o)ٚاٌمـث١ح  (x,y)اٌؼلالح ت١ٓ الازذاث١اخ اٌذ٠ىاسذ١ح 

 

1) x= rcosθ , y=rsinθ  

2) θ= tan-1(y/x)  ,   r2=x2+y2 

 

 

 

Y
                        

P(X,Y) 

            
R              

(R,θ) 

               
θ 

                         
X 
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)1,3(خذ الازذاث١اخ اٌمـث١ح ٌٍٕمـح  :1 ِثاي   . 

  

6

4

6
2

6

)
3

1
(tan)(tan

24131,3

11

2





















اٚ

x

y

rryx

 

 

  (Л/6-,4)خذ الازذاث١اخ اٌذ٠ىاسذ١ح ٌٍٕمـح  : 2 ِثاي

2
6

sin4)
6

2sin(4
6

sin4sin

32
6

cos4)
6

2cos(4
6

cos4cos








 









 














ry

rx

 

)2,32( :ازذاث١اخ إٌمـح ٟ٘      

 

 .تاٌظ١غح اٌذ٠ىاسذ١ح   r=4sinθخذ ِؼادٌح إٌّسٕٟ :  3ِثاي

4)2(0444

4sin4

2222

222





yxyyx

yyxrr 
 

 2ٔظف لـش٘ا  (0,2)دائشج ِشوض٘ا  

خذ ِؼادٌح إٌّسٕٟ : 4 ِثاي
cos1

1


r   ٞٛتاٌّغرxy 

1212

111cos

2222

2222





xyxxyx

xyxxyxrr 
 

 لـغ ِىافئ

 

 

 

سعُ اٌذٚاي اٌمـث١ح  

 

ٔؼشف اٌّسً إٌٙذعٟ ٌٍّؼادٌح فٟ الازذاث١اخ اٌمـث١ح .   r=f(θ)ذشذثؾ تاٌّؼادٌح  r,θافرشع             

(r,θ)  ِدّٛػح خ١ّغ إٌماؽ ٟ٘p   ٚاٌرٟ ٌٙا صٚج ِشذة ػٍٝ الالً فٟ الازذاث١اخ اٌمـث١ح(r,θ)  ٟٚاٌر

ٚاٌرٟ  (r,θ)ٌٚشعُ اٌّسً إٌٙذعٟ ٌٍّؼادٌح ٠دة ا٠داد خ١ّغ الاصٚاج اٌّشذثح . ذسمك اٌّؼادٌح اٌّؼـاج 

 .ثُ ٔشعُ إٌماؽ اٌرٟ زظٍٕا ػ١ٍٙا .ذسمك اٌّؼادٌح 

 

 

 

)1,3( 
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 اٌرٕاظش

 ٌُٚ ذرغ١ش اٌّؼادٌح  π + θتـ  θاٚ  r-تـ   rارا تذٌٕا ( اٌمـة)ِرٕاظش ِغ ٔمـح الاطً    r=f(θ)إٌّسٕٟ  (1

 . ٌُٚ ذرغ١ش اٌّؼادٌح   -θ تـ θ ارا تذٌٕا ( اٌّسٛس اٌمـثٟ) x ِرٕاظش ِغ اٌّسٛس  r=f(θ) إٌّسٕٟ (2

اٌّغرم١ُ )  yِرٕاظش ِغ اٌّسٛس    r=f(θ)إٌّسٕٟ  (3
2


  ) ارا تذٌٕاθ  تـ( -θ ) ذرغ١ش اٌّؼادٌح ٌُٚ. 

 : ِلازظح 

 . ػٕذ ذسم١ك ششؿ١ٓ ِٓ ششٚؽ اٌرٕاظش ػٍٝ ِٕسٕٟ فاْ اٌششؽ اٌثاٌث ٠رسمك ا٠ؼاً -1

 .تؼغ إٌّس١ٕاخ ٌٙا ذٕاظش زٛي ازذ اٌّساٚس ٌٚىٓ لا ٠ٕـثك ػ١ٍٙا أٞ ِٓ ششٚؽ اٌرٕاظش -2

 

 

 .سعّٗ ِغ r=2+2cosθ إٌّسٕٟ ٔالش:  ِثاي

                                           xاٌّسٛس ِغ ِرٕاظش إٌّسٕٟ




cos22)cos(22

)1





rr
 

                   yلا ٠ٛخذ ذٕاظش ِغ اٌّسٛس    




cos22)cos(22

)2





r
  

                                   الاطً ٔمـح ِغ ذٕاظش ٠ٛخذ لا

cos22)3  rrr

       

θ 0 Л/6 Л/4 Л/3 Л/2 2Л/3 3Л/4 5Л/6 Л 

r 4 3.7 3.4 3 2 1 0.58 0.26 0 

θ 360 330 315 300 270 240 225 210  
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تؼغ إٌّس١ٕاخ اٌّؼشٚفح 

 . aٚٔظف لـش٘ا ( 0,0)٠ّثً دائشج ِشوض٘ا (  r=a)إٌّسٕٟ  (1

 . ٠xّثً دائشج ِشوض٘ا ٠مغ ػٍٝ اٌّسٛس  ( r=±acosθ)إٌّسٕٟ  (2

 . ٠yّثً دائشج ِشوض٘ا ٠مغ ػٍٝ اٌّسٛس    r=±asinθإٌّسٕٟ  (3

 

 
 :ذّثً    r=a ±bsinθ     ٚr=a ±bcosθاٌّؼادٌح  (4

 a=bِٕسٕٟ اٌمٍة ارا واْ    ( أ

 

 
:)١ٌّاعْٛ) فاْ إٌّسٕٟ ٠غّٝ   a > bارا واْ  ( ب
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 : a < bارا واْ ( ج

 
 

 :ذّثً ٚسدج ستاػ١ح اٌٛس٠ماخ   r = acos2θاٚ  r = asin2θِؼادٌح إٌّسٕٟ تاٌشىً  ( د
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 :ٔماؽ اٌرماؿغ ٌٍّٕس١ٕاخ تاٌظ١غح اٌمـث١ح 

 

 . r1=Sinθ   ٚr2=cosθخذ ٔماؽ اٌرماؿغ ٌٍّٕس١١ٕٓ :  ِثاي

225
4

1tan

121















اٚ

Cos

Sin
CosSinrr

 

(:ٔمـح اٌرماؿغ 
4

,
2

1
(


   

 

 

 

 

 

 

 

تظٛسج ػاِح لا٠داد خ١ّغ ٔماؽ اٌرماؿغ ٌّؼادٌح ِٕس١١ٕٓ تاٌظ١غح اٌمـث١ح ِٓ اٌؼشٚسٞ سعُ : ِلازظح 

 .إٌّس١١ٕٓ 

 

  r=3  ٚr =3Cos2θخذ خ١ّغ ٔماؽ اٌرماؿغ ٌٍّٕس١١ٕٓ :  ِثاي

 

3=3Cos2θ  → Cos2θ=1  →2θ=Cos
-1

 (1)  

2θ =2n   → θ=n         n=0,±1 ,±2 , … 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            (3,π/2)   

 

 

 

 

(3,π)                                             
(3,3) 

 

 

 

           r=sinθ 

                            )
4

,
2

1
(


        

               r= cosθ 

r =-3 →  Cos2θ  =-1  →2θ=(2n+1)    → θ = (2n+1)     /2
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 الازذاث١اخ اٌمـث١ح اٌّغازح فٟ 

 

  θ=αاٌّسذدج ت١ٓ  OABذسغة اٌّغازح 

 ٚθ =B  ٟٕٚإٌّسr =f(θ)   ذمغُ اٌضا٠ٚح 

OAB  ٌٝاn   الاخضاء ِٓα=θ1< θ2< θ3<…< θn=B 

 

         





dfA

2
2

1

)(
2

1
      

 

 

 .   r = aCosθاٚخذ ِغازح إٌّسٕٟ ( 1 ِثاي

  ٔدذ زذٚد اٌرىاًِ : اٚلًا 

r = a   → Cos θ=1   → θ=0            

r =0 → Cos θ=0    → θ=π/2 , -π/2 

 

 

ٚزذجِشتؼح
aaSina

d
Cos

adCosaA

4222

2

2

2

21

2

1
2

22
2

0

2

2

0

2

0

222











 



























 
  

 

 

 

 

 . r = 2+ Sinθٚخاسج إٌّسٕٟ   r = 5Sinθخذ ِغازح إٌّـمح اٌٛالؼح داخً اٌذائشج :  ِثاي

 

5Sinθ=2+Sinθ → 4Sinθ=2  

Sinθ=1/2  → θ=π/6  , θ=150 

 

        θ=θn=B 

B                 θ= θi 

                       

θ= θi-1 

                                        

                              

θ= θ0=α 

 

                       A   

r=f(θ) 

 

r

 = 

aC

os
θ 
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  CosSinAٚزذجِشتؼح

dSin
Cos

dSinSinSinA

3
3

8
44026120

)44
2

21
24(

)44(25
2

1
2

2

6

2

6

2

6

22










 




























 

 

 

 .  r =3Cosθ   ٚr =1+Cosθخذ اٌّغازح اٌّشرشوح ت١ٓ إٌّس١١ٕٓ :  ِثاي

 

ٚزذجِشتؼح

Sin
SinSin

d
Cos

dCosCos

dCosdCosA

4

5

]
4

2

2

1
(9]2

4

1

2

1
2

)
2

21
(9)21(

9
2

1
)1(

2

1
2

2

3

3
0

3

0

2

3

2

3

0

2

3

22



















 



 

























 

 

 

 

 

 

 

rخذ اٌّغازح اٌٛالؼح داخً إٌّسٕٟ :  ِثاي
2
=2a

2
Cos2θ    ٟٕٚخاسج إٌّسr =a   . 

 

    aaSinadaCosaAٚزذجِشتؼح

CosCosaa

ar

)
3

3(
62

3
22222

2

1
4

63
2

2

1
222

02

226
0

2
6

0

22

22




































 

 

π/3                   

 

                     

2       3       

a 

                             
π/6 

a                           
a   

 

 

My Documents
Typewritten text
31



 r=aSinθ  ٚrٚخاسج اٌذائشذ١ٓ   r=aازغة ِغازح إٌّـمح اٌٛالؼح فٟ اٌشتغ الاٚي داخً :  ِثاي

=aCosθ. 

 

 



























 














2

1

42

2

2

22

21
1

2

1

2
1

01

2

4

0

24

0

2

4

0

222

21



















a
A

Sina
d

Cos
aA

dCosaaA

SinaSina

CosaCosa

rr

    

 

 . r = aSinθٚخاسج اٌذائشج  r=a(1+Sinθ )خذ ِغازح إٌّـمح اٌٛالؼح داخً إٌّسٕٟ :  ِثاي

 

 

 

 

ٚزذجِشتؼح
a

aa
a

aA

aaCosaadSinaa

dSinaSinadrrA

a
a

Sin
aa

Cosaa

d
Cos

aSinaa

dSinaA

AAA

SinSinr

4

5
)22

4

3

2
(

2

1
2

2
22

1
2

2

1
)2(

2

1

)1(
2

1
)(

2

1

2
4

3

2

1
2

42
2

2

1

2

21
2

2

1

)1(
2

1

2

2
1,010

2
22

2
2

22
2

0

2
0

2222

2

0

2222
2

0

2

2

2

12

2
2

0

2

22
22

0

2

222

0

2

22

1

21
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 .   r=1+2Cosθاٚخذ اٌّغازح اٌّسذدج داخً اٌؼمذج اٌظغ١شج ٌٍّٕسٕٟ :  ِثاي

 

r=0  → 1+2Cosθ =0  

Cosθ=-1/2   → θ = 120 

r = -1 → -1=1+2Cosθ   

 Cosθ = -1 → θ=π 

 

 

 332
2

1

2

21
441

441
2

1
2

21
2

1
2

120

120

2

120

2


















 












a

d
Cos

Cos

dCosCos

dCosA
















 

 

 

 

 

ِٚغازاخ اٌغـٛذ اٌذٚسا١ٔح فٟ الازذاث١اخ اٌمـث١ح   اؿٛاي الالٛاط

 

 :تاٌظ١غح   θ2اٌٝ    ٠r=f(θ)    ِٓθ1ؼـٝ ؿٛي لٛط إٌّسٕٟ 

 








d
d

dr
rL  










2

1

2

2

 

زٛي اٌّسٛس اٌمـثٟ   θ2اٌٝ    r=f(θ)   ِٓθ1اِا ِغازح اٌغـر اٌذٚسأٟ إٌاذح ِٓ دٚساْ لٛط إٌّسٕٟ 

ٟ٘: 










d
d

dr
rrSinS  










2

1

2

22 
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r=aSinخذ ؿٛي إٌّسٕٟ اٌزٞ ِؼادٌرٗ :  ِثاي
2
(θ/2)   . 

 

 

 

 

                                                                          

=4a   ٚزذج ِشتؼح 

 

r= aSinخذ ؿٛي لٛط إٌّسٕٟ :  ِثاي
3
(θ/3)  ِٓ ِٓθ=0    ٌٝاθ=π . 

 

 



 


























00

0 0

22
2

2

2
2

2
222

2
2

2
22

2

0

2

2

2
22

2
2

2
2)1(

2
2

)1(
2

4424

4
)1(

4

2

)1(
22

1












































 




 



CosadaSin

dSinadCos
a

L

Cos
a

Sin
a

Cos
a

Cos
aa

Sin
a

Cos
a

d

dr
r

d
d

dr
rL

Cos
a

r
Cos

ar













 






























































4

334

232

3

22

3
21

32

3
)

33
(

3

)
3

1

33
3(

3

0 0

2

0

2

0

42

422242

2262

2

2

0

2

2





















 





a
Sin

a
d

Cos

a

dSinadSinaL

SinaCosSinSina

CosaSinSina
d

dr
r

d
d

dr
rL
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rازغة ِغازح اٌغـر إٌاذح ِٓ دٚساْ إٌّسٕٟ :  ِثاي
2
=a

2
Cos2θ     ٟزٛي اٌّسٛس اٌمـث. 

 اٌّغازح اٌّـٍٛتح ذغاٚٞ ػؼفٟ اٌّغازح إٌاذدح 

 .ػٓ دٚساْ خضء إٌّسٕٟ اٌٛالغ فٟ اٌشتغ الاٚي 

 

  aCosadSinaٚزذجِشتؼح

d
Cos

a
SinCosaS

Cosa

a

Cosa

SinaCosa

r

Sina
Cosa

d

dr
r

r

Sina

d

dr

Sina
d

dr
r

d
d

dr
rrSinS


































































4

0

24
0

22

24

0

2

4

2

2424

2

22
2

2

2

2

2

4

0

2

2

1
2

1
444

2
24

22

22

2
2

,
2

222

22





































 

 

 

 

 

 

 

 .زٛي اٌّسٛس اٌمـثٟ  r =2aCosθازغة اٌّغازح اٌغـس١ح إٌاذدح ِٓ دٚساْ إٌّسٕٟ  : ِثاي
















2

2

0

2

0

2
22

22222

2

2

2

0

2

2

4
2

8422

444

2

a
Sin

adaSinaCosS

aSinaCosa
d

dr
r

d
d

dr
rrSinS
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زٛي   θ=θ1  ٚθ=θ2ت١ٓ   r =f(θ)زدُ اٌدغُ إٌاذح ِٓ دٚساْ إٌّـمح اٌّسذدج تإٌّسٕٟ : ِلازظح 

 اٌّسٛس اٌمـثٟ ذؼـٝ تاٌظ١غح 

                                
2

1

3

3

2




 dSinrV 

 

 .  θ=0  ٚ θ=πٚاٌشؼاػ١ٓ    r =f(θ) =1+Cosθخذ اٌسدُ اٌّرٌٛذ ِٓ دٚساْ إٌّسٕٟ :  ِثاي

 

ٚزذجِىؼثح
Cos

dSinCosV

3

8

4

)1(

3

2

)1(
3

2

0

4

0

3
















 


 
 

 

 Sequences  and Seriesاٌّرراتؼاخ ٚاٌّرغٍغلاخ 

 

اٌظس١سح اٌّٛخثح ٠ٚشِض ٌسذٚد  ٟ٘ داٌح ِداٌٙا الاػذاد( اٌلأٙائ١ح )اٌّرراتؼح اٌغ١ش ِٕر١ٙح : 1 ذؼش٠ف

 .  {an} = {f(n)}أٞ اْ   {an}اٌّرراتؼح تاٌشِض 

 

 

 

اورة اٌسذٚد الاستؼح الاٌٚٝ ٌٍّرراتؼح :  ِثاي
2

1

n

n
an


 

 

   ,3,3,33)2

,...
1

,...,
16

3
,

9

2
,

4

1
,0

16

3
,

9

2

3

31
,

4

1

2

21
,0

1

11
)1

2

4232221









 





















nn

n

aa

n

n
a

aaaa

 

 

 

 

 

 ٌٍّرراتؼح  ( اٌسذ اٌؼاَ)خذ اٌسذ إٌٟٛٔ :  ِثاي

1) {-1,1,-1,1,-1,1,… }  → an=(-1)
n
    

2) 
12

,
9

5
,

7

4
,

5

3
,

3

2
,1












n

n
an  
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LaLimٚذىرة  L غا٠ح   {an}ٌٍّراتؼح :  2ذؼش٠ف  n
n




 ٠N>0ٛخذ ػذد طس١ر  Є>0ارا واْ ٌىً     

 . n<Nػٕذِا     an-L|< Є|تس١ث 

 

ِرماستح ٚغ١ش رٌه فٟٙ ِرثاػذج  ػٕذئز ٠ماي ٌٍّرراتؼح تأٙا,غا٠ح ِٕر١ٙح   {an}ارا وأد ٌٍّرراتؼح :   3ذؼش٠ف

. 

 : ِلازظح 

1,

1,0









rrLim

rrLim

n

n

n

n

 

 

اٌّرراتؼح :  ِثاي








22

1
 :ز١ث ..ِرماستح  

0
2

1

2

1













n

nnn
LimLim 

 

ِرراتؼح ٚارا واْ   {an}ٌرىٓ : ِلازظح 
n

Lim |n|=0   ْفا
     n

Lim an=0 

 

 :اخرثش ذماسب اٌّرراتؼاخ اٌرا١ٌح  : ِثاي

1.  

ِرماستح

n

nLim
nn

nn
LimaLim

nn

nn

nn
n

n 2

1

1
2

1
1

2

2

2

2

2

2



























 

2.  

Limِرثاػذج
LnLn

Lim
n

Ln
Lim

n

Ln
Limٌٛت١راي

n
LimaLim

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n
n

n

n





















3
6

)3(

6

)3(3

6

)3(3

3

333

3

332

23

3
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3. 0..,0,,0,1,11 00 





























 



n

n

n

n
Lim

n


ط١غ غ١ش ِسذدج             
















eaLimLnaLim

n

Lim

n

n

nLim

n

n
Ln

Lim
n

nLnLimLnaLim

n
nLnLna

n
a

n
n

n
nnn

nn
n

n

n

n

n

































1
1

1

1

0

0

1

)1(

)1(

)1(1

2

2

 

 

اٌّرراتؼح 

n

n 









 .ِرماستح   1

 

:  Infinite Seriesاٌّرغٍغلاخ اٌلأٙائ١ح 

 

٠غّٝ       . . .+a1+ a2 + a3+ . . .+anاٌرؼث١ش اٌزٞ ٠ىْٛ تاٌظ١غح اٌرا١ٌح .ِرراتؼح لأٙائ١ح    {an}ٌرىٓ :1 ذؼش٠ف

 .ِرغٍغٍح لأٙائ١ح 

ٚذىرة تشِض اٌّدّٛع    


1n

na     ز١ثai   ذغّٝ زذٚد اٌّرغٍغٍح,an     ٌٟٕٔٛذغّٝ اٌسذ ا. 

 

 :2 ذؼش٠ف

ٌٍّرغٍغٍح اٌلأٙائ١ح   Snاٌّدّٛع اٌدضئٟ إٌٟٛٔ  - أ


1n

na   ٛ٘: 

Sn= a1 + a2 + a3+ . . .+an     

 ِرراتؼح اٌّدا١ِغ اٌدضئ١ح اٌّشافمح ٌٍّرغٍغٍح اٌلأٙائ١ح   - ب


1n

na   ٟ٘S1 ,S2 , . . . , Sn , . . .             

ٚذىرة  
1nnS 

S1= a1 

S2= a1 + a2 

S3 = a1 + a2 + a3 

Sn = a1 + a2 + . . . + an 
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 : 3 ذؼش٠ف

اٌّرغٍغٍح اٌلأٙائ١ح 


1n

na  ِغ ِرراتؼح اٌّدا١ِغ اٌدضئ١ح 
1nnS  ْذىْٛ ِرماستح ارا واSSLim n

n



 

 .ٚذىْٛ اٌّرغٍغٍح ِرثاػذج ارا وأد اٌغا٠ح غ١ش ِٛخٛدج .  S ٌثؼغ الاػذاد اٌسم١م١ح

ارا واْ   


1n

na   ٚ ِرغٍغٍح لا ٔٙائ١ح ِرماستحSSLim n
n




اِا ارا وأد . ٠غّٝ ِدّٛع اٌّرغٍغٍح   Sفاْ  

 .اٌّرغٍغٍح ِرثاػذج فلا ٠ٛخذ ٌٙا ِدّٛع 

 

اٌّرغٍغٍح اٌلأٙائ١ح  تش٘ٓ ػٍٝ اْ( 1 ِثاي 



)1(

1

4.3

1

3.2

1

2.1

1

nn
ِرماستح ثُ خذ     

 .ِدّٛػٙا

1
11

1

1

11

1
1

1

11

4

1

3

1

3

1

2

1

2

1
1

1

11

)1(

1

1,10

1)1(

1

321







































































n
n

n
LimSLim

n

n

n
S

nn

aaaaS

nnnn

ABBA

n

B

n

A

nn
a

n
n

n

n

nn

n



 

 1اٌّرغٍغٍح ِرماستح ِٚدّٛػٙا ٠غاٚٞ 

 

ذغّٝ ِرغٍغٍح    a≠0ػذد زم١مٟ ٚ    a  ,rز١ث     . . . + a +ar + ar2 + . . . + arn-1اٌّرغٍغٍح :  ذؼش٠ف 

 .ٕ٘ذع١ح لا ٔٙائ١ح 

 

 :ِرغٍغٍح ٕ٘ذع١ح لأٙائ١ح فاْ   a +ar + ar2 + . . . + arn-1 + . . .     ٚa≠0ٌرىٓ :  ٔظش٠ح
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        Sn= a +a + a + . . . + a=naفاْ    r=1ارا واْ 

n
n

SLim


= 
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  r≠1ارا واْ 
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 اٌّرغٍغٍح ِرثاػذج 

افرشع اْ اٌّرغٍغٍر١ٓ ,ثاتد   ١ٌcىٓ  (3


1n

na    ٚ


1n

nb    ِرماستر١ٓ ِغ ِدّٛػّٙاA   ٚB  ٍٝػ

اٌرٛاٌٟ فاْ 
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زذد ف١ّا ارا وأد اٌّرغٍغٍح :  ِثاي














1

1

5

1

n
n n

 ِرماستح اَ ِرثاػذج ؟  
















1

1

5

1

n
n n

 

 















1 5

1

n
n

  1/5ٕ٘ذع١ح اعاعٙا   
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:  ِثاي
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 .ٟٚ٘ ِرثاػذج  3/2 >1 ِرراتؼح ٕ٘ذع١ح اعاعٙا 

 

 اخرثاس ذماسب اٌّرغٍغلاخ اٌلأٙائ١ح راخ اٌسذٚد اٌّٛخثح 

ٌرىٓ :اخرثاس اٌّماسٔح  (1


1n

na   ٚ


1n

nb   ِرغٍغلاخ ِٛخثح. 

اٌّرغٍغٍح  - أ
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na  ٜذىْٛ ِرماستح ارا ٚخذخ ِرغٍغٍح ِرماستح اخش
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 an≤bnتس١ث   

 . nٌد١ّغ ل١ُ 

اٌّرغٍغٍح  - ب
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na   ِرثاػذج ارا ٚخذخ ِرغٍغٍح ِرثاػذج
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nb  تس١ثan ≥ bn   ٌُد١ّغ ل١n  . 

 

 

 

 .ت١ٓ ف١ّا ارا وأد اٌّرغٍغلاخ اٌرا١ٌح ِرماستح :  ِثاي
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اٌّرغٍغٍح  



 1 52
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اٌّرغٍغٍح 
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 ←( اخرثاس اٌمٜٛ )ِرثاػذج  ∑  
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 ِرثاػذج   

My Documents
Typewritten text
42
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( ذٛافم١ح) ِرثاػذج  
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 ِرثاػذج  

 

 :اخرثاس اٌرىاًِ  (2
ػذد طس١ر  n ≥ 1  ,nٌىً    an=f(n)ٌٚرىٓ  x ≥ 1ِغرّشج ِٚرٕالؼح ٌم١ُ , داٌح ِٛخثح اٌم١ُ  fٌرىٓ 

فاْ اٌّرغٍغٍح 


1n

na  : 

ِرماستح ارا واْ  - أ
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)( dxxf  ِرماسب. 

واْ  ِرثاػذج ارا - ب


1

)( dxxf    ِرثاػذ. 

 

 :اخرثش ذماسب اٚ ذثاػذ اٌّرغٍغلاخ اٌرا١ٌح :  ِثاي
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 :اخرثاس اٌمٜٛ  (3

ٌرىٓ :  ذؼش٠ف


1

1

n
pn

 .pِرغٍغٍح لا ٔٙائ١ح ذذػٝ ٘زٖ اٌّرغٍغٍح ِرغٍغٍح اٌمٜٛ    

 . p ≤ 1ِٚرثاػذج ارا واْ   p>1ذىْٛ ِرماستح ارا وأد  pِرغٍغٍح اٌمٜٛ : اخرثاس ِرغٍغٍح اٌمٜٛ 

 

 

 ت١ٓ ف١ّا ارا وأد اٌّرغٍغٍح ِرماستح :  ِثاي

1-  

























1
3

1
3

33

33

1
3

1

2

1

1

2

1
2,

2

1

nn

n

nn

nn
nn

n
 

   


1
3

1

n n
 ←( p=3)ِرماستح    
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   ٌرىٓ: اخرثاس إٌغثح  (4
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  : 

 اٌّرغٍغٍح ِرماستح  L < 1ارا واْ  - أ
 اٌّرغٍغٍح ِرثاػذج    L > 1ارا واْ  - ب
 ( ٔغرخذَ اخرثاس آخش )الاخرثاس فاشً    L=1ارا واْ  - خ
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 : اٌدزس اخرثاس (5
 

  ٌرىٓ 
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na  ٚ ِرغٍغٍح لأٙائ١ح ِٛخثح اٌسذٚدLaLim n
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 :فاْ   

 .فاٌّرغٍغٍح ِرماستح  L<1ارا واْ  - أ
 فاٌّرغٍغٍح ِرثاػذج   L>1ارا واْ  - ب
 .الاخرثاس فاشً    L=1ارا واْ  - خ

 

 

: اخرثش اٌّرغٍغٍح :  ِثاي 
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 :  ِثاي
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 :اٌّرغٍغلاخ اٌّرٕاٚتح 

  تاٌظ١غح ِرغٍغٍح وً:  ذؼش٠ف
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 :اخرثاس ذماسب اٌّرغٍغلاخ اٌّرٕاٚتح 

n ≥ 1    ٚ0ٌىً ل١ُ (ِرٕالؼح )     an+1 ≤ anارا واْ 
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na    فاْ اٌّرغٍغٍح اٌّرٕاٚتح ِرماستح. 
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اٌّرغٍغٍح اٌلأٙائ١ح :  ذؼش٠ف
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na    ارا وأد ِرماستح ِـٍما
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 :اخرثش ذماسب اٌّرغٍغلاخ اٌرا١ٌح :  ِثاي
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ارْ اٌّرغٍغٍح 
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.وً ِرغٍغٍح ِرماستح ِـٍماً ذىْٛ ِرماستح ٚاٌؼىظ غ١ش طس١ر دائّاً : ِثشٕ٘ح   

 

اٌّرغٍغٍح : ِثاي
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 اٌّرغٍغٍح ١ٌغد ِرماستح ِـٍماً                                   

 

 

اٌّرغٍغٍح اٌلأٙائ١ح :  ذؼش٠ف na  ِرماستح ششؿ١اً ارا وأد na ٚ ِرماستح na  ِرثاػذج. 

 . اٌّرغٍغٍح اٌلأٙائ١ح ِرماستح ششؿ١اً ارا وأد ِرماستح ٚغ١ش ِرماستح ِـٍماً 

 

 .ً٘ اٌّرغٍغلاخ اٌرا١ٌح ِرماستح ششؿ١اً :  ِثاي
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:- ِرغٍغلاخ اٌمٜٛ 

 
 :ذغّٝ اٌّرغٍغٍح غ١ش إٌّر١ٙح تاٌشىً 
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 .الاخرثاساخ الاخشٜ 

اٌرٟ ذدؼً  xخذ ل١ُ :  1ِثاي






1 10

!)1(

n
n

nn xn
 .ِرماستح    





















)1()1(

)!()1(

10

10

)!1()1(
1

11

1

nLimxxnLim

xn

xn
Lim

a

a
Lim

nn

nn

n

n

nn

n
n

n

n 

 .  x≠0اٌّرغٍغٍح ِرثاػذج ٌىً ل١ُ 
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اٌرٟ ذدؼً اٌّرغٍغٍح  xخذ خ١ّغ ل١ُ : 3 ِثاي
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f(x)=exخذ ِرغٍغٍح ِاوٍٛس٠ٓ ٌٍذاٌح :  ِثاي
 .  x=0زٛي إٌمـح  

f(x)=exاٚ خذ ِفىٛن اٌذاٌح 
 .  x=0زٛي إٌمـح  
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 .xتشىً ِرغٍغٍح لٜٛ فٟ   




















00

22

11

!!

)0(
)(

1)0()(

1)0()(

1)0()(

1)0()(

n

n
n

n

n

nxn

x

x

x

n

x
x

n

f
xf

fexf

fexf

fexf

fexf
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 :تٕفظ اٌـش٠مح اٌٛاسدج فٟ الاِثٍح اػلاٖ غ١ش اْ ِرغٍغٍح ِاوٍٛس٠ٓ ٌثؼغ اٌذٚاي اٌّؼشٚفح ٟ٘ تاٌشىً 
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 ثُ خذ فرشج ذماسب اٌّرغٍغٍح إٌاذدح ؟.   x=3تشىً ِرغٍغٍح لٜٛ فٟ  f(x)=Lnxخذ ِفىٛن ٌٍذاٌح :  ِثاي
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خذ ِفىٛن ِرغٍغٍح ِاوٍٛس٠ٓ ٌٍذاٌح : ذّش٠ٓ 
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   x2 < 1ػٕذِا  أٞ   L < 1اٌّرغٍغٍح ذىْٛ ِرماستح ػٕذِا 

x2 < 1  → -1 < x <1  
 :   x =-1ػٕذِا                                     
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