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 912/رقم المقرر /رThe Axiomatic System) )البديهيات ةظمنأ

 شكر محمود .مدرس المادة/د /قسم الرياضيات//جامعة البصرة/كلية العلوم
  النظام البديهي:

 يتكون النظام البديهي من العناصر التالية:

 Undefined terms    الكلمات الأولية ) الكلمات غير المعرفة(: :أولا

 ين:وهي مجموعة كلمات في النظام البديهي تقبل بدون تعريف وهي على نوع    

 " Technical Terms"الكلمات التقنية    -أ

وغالبدا مدا وهي مجموعة كلمات تكتب في بداية تعريف النظام البدديهي وتعتبدر أسداس بندان النظدام البدديهي     

 تكون قليلة العدد ومن الأمثلة عليها ) النقطة, الخط, التطابق, البين,......(

 "Logical Terms "الكلمات المنطقية  -ب

وهي مجموعة من الكلمات تكون مشتركة بين معظم الأنظمة البديهية ومبنية على أساس المنطق الرياضدي     

 كل, يوجد, على الأقل, على الأكثر,.......( )ومثال عليها 

 Defined terms  الكلمات المعرفة: ثانيا:

 توفرها في التعريف هي: يمكن استخدام أي مصطلح في الرياضيات إلا بعد تعريفة ومن الشروط الواجب لا

بحيددي يعتمددد علددى كلمددات  وواضددحةبسدديطة  أشدديانيحتددوي علددى  أنيشددترط فددي التعريددف  البسدداطة: - أ

بأنها الشين الذي لا بعد له وعرف المسدتقيم النقطة  إقليدس. لقد عرف أوليةكلمات  أومعرفة سابقا 

هدا تحتدوي علدى كلمدات بأنه الشين الذي له طول وليس لده عدرو وهدذل التعداريف غيدر مقبولدة لأن

 غير معرفة ) البعد, الطول, العرو(.

أي انه يجب إن لا نعرف س بدلاله ص ثم نعرف ص بدلاله س. فمدث  عنددما نقدول بدان  غير دوري: - ب

المستقيم هو مجموعة مدن النقداط ثدم نعدرف النقطدة بأنهدا تقداطم مسدتقيمين فدان هدذا التعريدف غيدر 

 مقبول لأنه دوري.

التعريف لكلمه ما يجب إن يكون بطريقدة بحيدي لاينطبدق هدذا التعريدف علدى كلمدة أي إن  الوحدانية: - ت

أخرى. فمث  تعريف المستقيم بأنه مجموعة من النقاط هو تعريف غير مقبول لأنه ينطبق أيضا على 

 الدائرة والمربم والمثلي.

 Axioms  البديهيات : ثالثا:  

قليلة العدد وصادقه دائما في النظام البديهي ولا تحتاج إلى وهي فرضيات بسيطة التركيب وواضحة البيان و    

لقد عرف هلبرت البديهية بأنها ) فرضيه حول  برهان وتتكون البديهيات من الكلمات الأولية والكلمات المعرفة.

الكلمات الأولية( وعرف باسكال البديهية بأنهدا ) بلتدح حددا مدن الوضدوث بحيدي يسدتحيل الحصدول علدى جملدة 

  منها للبرهنة عليها(.أوضح 

البديهيات تختص بالنظام البديهي المعني ويمكن إن تكون احد البديهيات في نظام بديهي معين مبرهنة في نظام 

 بديهي أخر.

 Theorems  المبرهنات: رابعا:

خدام باسدت أوباسدتخدام البدديهيات  إمدابرهدان ويكدون البرهدان  إلىوهي حقيقة داخل النظام البديهي وتحتاج     

 المبرهنة هي استنتاج منطقي من النظام البديهي. إنالمبرهنات السابقة التي تم برهنتها أي 

تعتبر الهندسة احد الأمثلة على الأنظمة البديهيدة ويقدال علدى النظدام البدديهي بأندة منتهدي إىا احتدوى : م حظة

 على عدد محدد من النقاط وبعكسه فان النظام يكون غير منتهي.

 Projective Plane  مستوي الاسقاطي:ال

ويحتدوي علدى الكلمدات  Ωيعتبر المستوي الاسدقاطي مثدال لنظدام بدديهي حيدي يرمد  لهدذا المسدتوي بدالرم     

وللخطددوط بددالحروف  ………,A,B,Cالأوليددة ) النقطددة والخددط ( حيددي سددنرم  للنقدداط بددالحروف الكبيددرة 

   . ..…,l,m,nالصتيرة 

 التاليةيهيات : يتكون هذا النظام من البد(لنظام البديهي الأولا)

(a)A1 خط واحد فقط.على الاقل : أي نقطتين مختلفتين يحتويهما 

(b)A1 خط واحد فقط. كثرعلى الا: أي نقطتين مختلفتين يحتويهما 
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A2.كل خط يحتوي على الأقل ث ثة نقاط مختلفة : 

A3 : أىا كانL بحيي إن النقطة لا تقم على الخطتوجد على الأقل نقطة خطاً فL . 

A4: واحد يوجد على الأقل خط 

 Q3       Q2      Q1     L         .يوجد على الاقل ث ث نقاط مختلفة :1مبرهنة 

 على الاقل وجدت [A2]حسب البديهية  , Lمثل  خط واحدوجد ي [A4]البرهان: حسب البديهية 

     Lعلى الخط  Q3,Q2 , Q1ث ث نقاط مثل 

 . توجد ث ث نقاط مختلفة في هذا النظام 

 .ث ث خطوط مختلفة قلالأعلى  يوجد :9مبرهنة 

 .سبم نقاط مختلفة قلالأعلى  توجد :3مبرهنة 

 Q              .قلالأكل نقطة في المستوي الاسقاطي يمر بها ث ثة خطوط مختلفة على  :4مبرهنة 

 نقطة في المستوي الاسقاطي. Qالمفروو: 

 .Qتمر من النقطة  الأقلم.ث.: توجد ث ثة خطوط مختلفة على 

 Q .[A3]لا يمر من النقطة  mالبرهان: يوجد خط مثل 

 P1, P2, P3مثل  mتوجد ث ث نقاط مختلفة على الخط  [A2]حسب البديهية 

  البديهية حسب[A1]  توجد: خط واحد فقط يمر بالنقطتينQ, P1              m 

 Q, P2                     P3        P2       P1خط واحد فقط يمر بالنقطتين     

 Q, P3خط واحد فقط يمر بالنقطتين     

  تمر من النقطة  الأقلتوجد ث ث خطوط مختلفة علىQ وهي QP1, QP2, QP3 

 .مختلفة خطوطسبم  قلالأعلى  وجدي :5مبرهنة 

 يشتركان في نقطة واحدة على الاكثر.كل خطين مختلفين  : 6مبرهنة 

 .خطين مختلفين l, mالمفروو : 

 يشتركان في نقطة واحدة على الاكثر. l, mم. ث. : 

 البرهان : نبرهن بطريقة التناقض

                    A, Bفتين مثل يشتركان في نقطتين مختل l, mنفرو ان الخطين 

  حسب[A1]  فانl=m  وهذا خ ف الفرو لانl, m خطان مختلفان 

  الخطينl, m  الأكثريشتركان في نقطة واحدة على.                                  

 

 .ليسح كل الخطوط تمر في نقطة واحدة : 7مبرهنة 

  م حظات:

 }واحد  الأكثرعلى  {  }واحد الأقلعلى   {=}واحد فقط  { .1

يمدر   m, الخدط Pيحتدوي النقطدة  m, الخدط mتقدم علدى الخدط  Pالعبارات التالية متكافئة: ) النقطدة  .9

 (.mالخط  إلىتنتمي  P, النقطة Pمن النقطة 

 Pيتقاطعان فدي النقطدة  l, m, الخطين  l, mالخطين  إلىتنتمي  P) النقطة العبارات التالية متكافئة:  .3

 (.Pيشتركان في النقطة  l, m, الخطين l, mتقم على الخطين  P, النقطة 

 التاليةيهيات : يتكون هذا النظام من البد(ثانيلنظام البديهي الا)

(a)A1 خط واحد فقط.على الاقل : أي نقطتين مختلفتين يحتويهما 

(b)A1 خط واحد فقط. كثرعلى الا: أي نقطتين مختلفتين يحتويهما 

A2.كل خط يحتوي على الأقل ث ثة نقاط مختلفة : 

A3 : أىا كانL بحيي إن النقطة لا تقم على الخطتوجد على الأقل نقطة خطاً فL . 

A4: واحد يوجد على الأقل خط. 

A5     :  اىا كانl  خط وP  نقطة لا تقم علية فيوجد خط واحد فقط يمر منP  ويوازيl. 

 التاليةيهيات : يتكون هذا النظام من البد(ثاليلنظام البديهي الا)

(a)A1 خط واحد فقط.على الاقل : أي نقطتين مختلفتين يحتويهما 

(b)A1 خط واحد فقط. كثرعلى الا: أي نقطتين مختلفتين يحتويهما 

A2.كل خط يحتوي على الأقل ث ثة نقاط مختلفة : 
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A3 : أىا كانL بحيي إن النقطة لا تقم على الخطتوجد على الأقل نقطة خطاً فL . 

A4: واحد يوجد على الأقل خط. 

A5     :  اىا كانl  خط وP  نقطة لا تقم علية فيوجد خط واحد فقط يمر منP  ويوازيl. 

:A6      أىا كانL خطاً فتوجد على الاكثر ث ث نقاط عليه 

 التاليةيهيات : يتكون هذا النظام من البد(رابملنظام البديهي الا)

(a)A1 خط واحد فقط.على الاقل : أي نقطتين مختلفتين يحتويهما 

(b)A1 خط واحد فقط. كثرعلى الا: أي نقطتين مختلفتين يحتويهما 

A2.كل خط يحتوي على الأقل ث ثة نقاط مختلفة : 

A3 : أىا كانL بحيي إن النقطة لا تقم على الخطتوجد على الأقل نقطة خطاً فL . 

A4: واحد يوجد على الأقل خط. 

A5: قطة واحدةن يشتركان بنان مختلفاكل خط. 

 التاليةيهيات : يتكون هذا النظام من البد(خامسلنظام البديهي الا)

(a)A1 خط واحد فقط.على الاقل : أي نقطتين مختلفتين يحتويهما 

(b)A1 خط واحد فقط. كثرعلى الا: أي نقطتين مختلفتين يحتويهما 

A2.كل خط يحتوي على الأقل ث ثة نقاط مختلفة : 

A3 : أىا كانL بحيي إن النقطة لا تقم على الخطتوجد على الأقل نقطة خطاً فL . 

A4: واحد يوجد على الأقل خط. 

A5: قطة واحدةن يشتركان بنان مختلفاكل خط. 

:A6  أىا كانL خطاً فتوجد على الاكثر ث ث نقاط عليه 

 التاليةيهيات : يتكون هذا النظام من البد(سادسلنظام البديهي الا)

A1: قطة واحدةن يشتركان بنان مختلفاكل خط. 

A2:  يمر بها خطان مختلفانقطة نكل. 

A3: يوجد بالضبط خمسة خطوط مختلفة. 

 التاليةيهيات : يتكون هذا النظام من البد(بمسالنظام البديهي الا)

A1: أي نقطتين مختلفتين يحتويهما خط واحد فقط 

A2: توجد على الاقل نقطتان مختلفتان 

A3:  أىا كانL بحيي إن النقطة لا تقم على الخطنقطة توجد خطاً فL . 

A4     :  اىا كانl  خط وP  نقطة لا تقم علية فيوجد خط واحد فقط يمر منP  ويوازيl. 

 أهم أنواع المستويات 

 Projective Plane  مستوي الاسقاطي:ال -اولا

ويحتدوي علدى الكلمدات  Ωيعتبر المستوي الاسدقاطي مثدال لنظدام بدديهي حيدي يرمد  لهدذا المسدتوي بدالرم     

وللخطددوط بددالحروف  ………,A,B,Cالأوليددة ) النقطددة والخددط ( حيددي سددنرم  للنقدداط بددالحروف الكبيددرة 

 , وبديهيات هذا المستوي هي: ..…,l,m,nالصتيرة 

A1.أي نقطتين مختلفتين يحتويهما خط واحد فقط : 

A2.كل خط يحتوي على الأقل ث ثة نقاط مختلفة : 

A3.توجد على الأقل نقطة ويوجد على الأقل خط بحيي إن النقطة لا تقم على الخط : 

A4.كل خطين مختلفين يشتركان في نقطة واحدة على الأقل : 

 قطة واحدة فقط.كل خطين مختلفين يشتركان في ن :1مبرهنة 

 خطين مختلفين في المستوي الاسقاطي. m, nالمفروو: 

 يشتركان في نقطة واحدة فقط. m, nم. ث. : الخطين 

 m, nمشتركة بين الخطين  Qتوجد نقطة مثل  [A4]البرهان: حسب البديهية 

 Pهي النقطة  m, nمشتركة بين الخطين  أخرىنفرو وجود نقطة 

 لخطين اm, n يشتركان بنقطتين مختلفتين 

  حسب بديهية[A1]   فانm=n  وهذا خ ف الفرو لانm, n خطين مختلفين 

  الخطينm, n يشتركان بنقطة واحدة فقط 
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 Q              .قلالأكل نقطة في المستوي الاسقاطي يمر بها ث ثة خطوط مختلفة على  :9مبرهنة 

 نقطة في المستوي الاسقاطي. Qالمفروو: 

 .Qتمر من النقطة  الأقلم.ث.: توجد ث ثة خطوط مختلفة على 

 Q .[A3]لا يمر من النقطة  mالبرهان: يوجد خط مثل 

 P1, P2, P3مثل  mتوجد ث ث نقاط مختلفة على الخط  [A2]حسب البديهية 

  البديهية حسب[A1]  توجد: خط واحد فقط يمر بالنقطتينQ, P1              m 

 Q, P2                     P3        P2       P1خط واحد فقط يمر بالنقطتين     

 Q, P3خط واحد فقط يمر بالنقطتين     

  تمر من النقطة  الأقلتوجد ث ث خطوط مختلفة علىQ وهي QP1, QP2, QP3 

  م حظات:

 }واحد  الأكثرعلى  {  }واحد الأقلعلى   {=}واحد فقط  { .1

يمدر   m, الخدط Pيحتدوي النقطدة  m, الخدط mتقدم علدى الخدط  Pالعبارات التالية متكافئة: ) النقطدة  .9

 (.mالخط  إلىتنتمي  P, النقطة Pمن النقطة 

 Pيتقاطعان فدي النقطدة  l, m, الخطين  l, mالخطين  إلىتنتمي  P) النقطة العبارات التالية متكافئة:  .3

 (.Pيشتركان في النقطة  l, m, الخطين l, mتقم على الخطين  P, النقطة 

 

 المستوي الاسقاطي المنتهي:

 يحتوي على مجموعة منتهية من النقاط والخطوط. إسقاطيهو مستوي     

مدن النقداط المختلفدة فدان المسدتوي  nلاسدقاطي يحتدوي بالضدبط علدى اىا وجدد خدط فدي المسدتوي ا :3مبرهنة 

nالاسقاطي يحتوي بالضبط على 
2
-n+1 .من النقاط 

 P1,P2,P3,….,Pn    من النقاط المختلفة nخط في المستوي الاسقاطي يحتوي بالضبط على  lالمفروو: 

nم. ث.: عدد نقاط المستوي الاسقاطي بالضبط 
2
-n+1 

 l .[A3]                               Qلا تقم على الخط  Qنقطة مثل  البرهان: توجد

 Q, P1 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 Q, P2 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 Q, P3 [A1]                           An       A3  A2           A1يوجد خط يمر بالنقطتين 
. 

. 

. 

 Q, Pn [A1]                     Pn            P3         P2        P1يوجد خط يمر بالنقطتين 

 من الخطوط المختلفة   nأي انه يوجد 

 A1, A2, A3, …..,An [A2]ولتكن توجد نقطة ثالثة على كل خط من هذل الخطوط 

 A1P2, A1P3, A1P4, ……,A1Pn [A1]نرسم الخطوط  A1 من النقطة

 Qمن النقاط بالإضافة الى النقطة  n-1 في QP2تقطم الخط وهذل الخطوط 

مدن النقداط بالاضدافة الدى  n-1تحتدوي علدى  QP1, QP3, …., QPnوبدنفس الطريقدة نثبدح بدان الخطدوط 

 Qالنقطة 

 =عدد النقاطn(n-1)+1=n
2
-n+1  

nولكي نثبح بان عدد النقاط هو بالضبط 
2
-n+1 

 على أي من هذل الخطوط  متق لا Bنفرو وجود نقطة مختلفة مثل 

  يوجد خط مثلQB [A1] 

  الخطQB  يقطم الخطl  في نقطة جديدة هيPn+1  

  عدد نقاط الخطl=n+1  وهذا خ ف الفرو 

  عدد النقاط بالضبط هوn
2
-n+1 
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مدن   nمن النقاط المختلفة فدان أي خدط اخدر يحتدوي بالضدبط علدى  nاىا وجد خط يحتوي بالضبط على  نتيجة:

 النقاط المختلفة.

 P1,P2,P3,….,Pn    من النقاط المختلفة nخط يحتوي بالضبط على  lالمفروو: 

 من النقاط المختلفة.  nم. ث.: أي خط اخر في المستوي الاسقاطي يحتوي بالضبط على 

 l .[A3]                               Qلا تقم على الخط  Qلبرهان: توجد نقطة مثل ا

 Q, P1 [A1]                                   Q1يوجد خط يمر بالنقطتين 

 Q, P2 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

                                       Q, P3 [A1]                           Aيوجد خط يمر بالنقطتين 

.                                                                   Qn-1 

. 

. 

 Q, Pn [A1]                     Pn      Pn-1  P3      P2            P1يوجد خط يمر بالنقطتين 

 QP1 [A2]على الخط  Aتوجد نقطة مثل 

  AP2 [A1]ن يوجد خط يمر بالنقطتي

. 

. 

. 

  APn-1 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 Q1 [A4]في نقطة مثل  QPnيقطم الخط  AP2الخط 

. 

. 

. 

 Qn-1 [A4]في نقطة مثل  QPnيقطم الخط  APn-1الخط 
  الخطQPn  يحتوي على النقاطQ, Q1, ……, Pn 

  عدد نقاط الخطQPn هو n من النقاط 

و  A, Qnفدان يوجدد خدط يمدر بدالنقطتين  Qnيحتوي على نقطة اضدافية ولدتكن  QPnو اىا فرضنا بان الخط 

 من النقاط nهو بالضبط  lوهذا خ ف الفرو لان عدد نقاط الخط  Pn+1في نقطة جديدة ولتكن  lيقطم الخط 

  يوجد بالضبطn لى الخط من النقاط المختلفة عQPn. 

 Affine Planeالمستوي التالفي ) الافيني ( :  -ثانيا

 ويحتوي على الكلمات التقنية النقطة والخط ويحتوي على البديهيات التالية: αيرم  لهذا المستوي بالرم      

A1.كل نقطتين مختلفتين يحتويهما خط واحد فقط : 

A2على الأقل : كل خط يحتوي على ث ثة نقاط مختلفة. 

A3.توجد على الأقل نقطة ويوجد على الأقل خط بحيي إن النقطة لا تقم على الخط : 

A4 اىا كان :l  خط وP  نقطة لا تقم علية فيوجد خط واحد فقط يمر منP  ويوازيl. 

الخطددوط فددي المسددتوي الاسددقاطي تكددون متقاطعددة دائمددا بينمددا فددي المسددتوي التددالفي يمكددن ان تكددون م حظددة: 

 تقاطعة.متوازية او م

 .الأخرتوازيين يقطم مستقيمين م لأحدالمستقيم القاطم  :9مبرهنة 

 Pفي النقطة   mمستقيم يقطم  kمستقيمين متوازيين و  l, mالمفروو: 

 lيقطم  kم. ث. : المستقيم 

 k                                                                                        البرهان: سنبرهن بطريقة التناقض

                              l                                                            m                 Pيوازي  kنفرو ان المستقيم 

  المستقيمm  يوازيl ]  بالفرو[ 

  المستقيمانk, m  يوازيان المستقيمl  من نقطةP 

 l                                                              [A4]وهذا غير ممكن حسب 
 k يوازي  لاl   k  قاطم الىl. 
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 المستقيمان الموازيان لمستقيم واحد متوازيان. :3مبرهنة 

                                     mيوازي  lوالمستقيم  nيوازي  lالمفروو: المستقيم 

 m                                                         lيوازي المستقيم  nم. ث.: المستقيم 

 m                                                              البرهان : نبرهن بطريقة التناقض

  P                                    nفي النقطة  nيقطم المستقيم  mنفرو ان المستقيم 

  من نقطة واحدة وهيP  يوجد مستقيمان موازيان الىl  وهذا خ ف[A4]  

  المستقيمm  يوازي المستقيمn. 

 المستوي التالفي المنتهي: 

 ر ) النقاط , الخطوط (.وهو مستوي تالفي يحتوي على عدد منتهي من العناص    

مددن النقدداط المختلفددة فددان أي مسددتقيم اخددر يوازيدده يحتددوي  nاىا وجددد خددط يحتددوي بالضددبط علددى  : 4مبرهنددة 

 من النقاط المختلفة. nبالضبط على 

 P1,P2,P3,….,Pn    من النقاط المختلفة nخط يحتوي بالضبط على  lالمفروو: 

 من النقاط المختلفة.  nيحتوي بالضبط على  lم. ث.: أي خط يوازي 

 l .[A3]              Qn+1           Q3  Q2     Q1لا تقم على الخط  Q1البرهان: توجد نقطة مثل 

 l [A4]         mويوازي الخط  Q1يمر من النقطة  mيوجد خط مثل 

 mمن النقاط على الخط  nسنبرهن وجود 

 Q1, P1 [A1]يوجد خط بين النقطتين 

           Q1P1                             Pn+1           P3    P2      P1لا تقم على الخط  P2لنقطة وبما ان ا

  يوجد خط يمر من النقطةP2  وموازي الى الخطP1Q1 [A4]     l 

 ]9مبرهنة  [ Q2في نقطة  mويقطم الخط 

 Q3, …. , Qnوبنفس الطريقة نحصل على النقاط 

  الخطm  يحتوي علىn  من النقاط المختلفةQ1, Q2, ….., Qn 

 من النقاط المختلفة nيحتوي بالضبط على  mولكي نبرهن أن الخط 

 mعلى الخط  Qn+1نفرو وجود نقطة أضافية مثل 

 Q1P1لا تقم على الخط  Qn+1وبما إن النقطة 

  يمر من النقطة يوجد خطQn+1  ويوازي الخطQ1P1  ويقطم الخطl  في نقطة جديدة مثل         

 Pn+1 ]   9مبرهنة[ 

  أصبح عدد نقاط الخطl  هوn+1 وهذا خ ف الفرو 

  الخطm  يحتوي بالضبط علىn من النقاط المختلفة 

مددن الخطددوط  n-1مددن النقدداط المختلفددة فددان يوجددد بالضددبط  nتددوي بالضددبط علددى أىا وجددد خددط يح : 5مبرهنددة 

 الموازية له.

 P1,P2,P3,….,Pn    من النقاط المختلفة nخط يحتوي بالضبط على  lالمفروو: 

 lمن الخطوط الموازية إلى الخط  n-1م. ث.: يوجد بالضبط 

   l .[A3]لا تقم على الخط  Q1البرهان: توجد نقطة مثل 

    Q1P1 [A1]جد خط يمر بالنقطتين يو

    Q1Pn [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

  ]9+ مبرهنة Q2 ] A4في نقطة  PnQ1ويقطم الخط  P1Q1 إلىيمكن رسم خط موازي  P2من النقطة 

 Q3, Q4, ….., Qn-1وبنفس الطريقة نحصل على النقاط 

 l   [A4]يوجد خط واحد فقط يوازي  Q1من النقطة 

 Q2, Q3, …., Qn-1من كل نقطة من النقاط  l إلىخط واحد فقط موازي قة يوجد وبنفس الطري

  يوجدn-1  إلىمن الخطوط الموازية l 

  l إلى الموازيةمن الخطوط  n-1ولكي نبرهن انه توجد بالضبط 

 mوليكن الخط  l إلىموازي  أضافينفرو وجود خط 

  ] 9مبرهنة  [ Aقطة مثل في ن Q1Pnيقطم الخط   mالخط 
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فدي نقطدة  lويقطم الخط  P1Q1الخط  إلىيمكن رسم خط موازي  P1Q1التي لا تقم على الخط  Aمن النقطة 

 Q1                                                                                    ] 9+مبرهنة Pn+1 ]  A4مثل 

 Q2                                                   وهذا خ ف الفرو n+1 هو  lخط عدد نقاط ال أصبحوبذلك 

  يوجد بالضبطn-1  إلىمن الخطوط الموازية l                                                           Q3 

                                                                                                                Qn-1 

                                                                                     l 

                                                                                        Pn             Pn-1     P3 P2   P1 

 nيحتدوي بالضدبط علدى  أخدرمن النقداط المختلفدة فدان أي خدط  nوجد خط يحتوي بالضبط على  أىا: 6مبرهنة 

 من النقاط المختلفة.

 P1,P2,P3,….,Pn    من النقاط المختلفة nخط يحتوي بالضبط على  lالمفروو: 

 من النقاط المختلفة   nم. ث.: أي خط يحتوي بالضبط على 

 mمثل  أخر البرهان: نفرو وجود خط

  ]4مبرهنة  [من النقاط المختلفة  nيحتوي بالضبط على  mفان  lيوازي   m أنففي حالة 

 lيقطم  m أنفي حالة  إما

   فانه يوجد   5حسب مبرهنةn-1  إلىمن الخطوط الموازية l 

   l يقطم m إنا موب

  فان  9حسب مبرهنةm قطم يn-1  إلىمن الخطوط الموازية l  فيn-1  إلدى بالإضدافةمن النقداط المختلفدة 

 lنقطة التقاطم مم 

 m  يحتوي علىn من النقاط المختلفة 

وبدذلك يصدبح عددد  l إلدىفانه من هذل النقطة يمكن رسدم مدوازي  أضافيةيحتوي على نقطة  m أنفرضنا  وإىا

 5من الخطوط وهذا خ ف لمبرهنة  nهي  l إلىالخطوط الموازية 

  يوجد بالضبطn  من النقاط المختلفة على الخطm 

 تمارين:

 :إنمن النقاط المختلفة برهن على  nوجد خط في المستوي الاسقاطي يحتوي بالضبط على  أىا-1

 من الخطوط المختلفة. nأي نقطة في النظام يمر بها بالضبط  - أ

nيوجد بالضبط  - ب
2
-n+1 .من الخطوط في النظام 

 :إنمن النقاط المختلفة برهن على  nيحتوي بالضبط على  ألتالفيوجد خط في المستوي  أىا -9

nيوجد بالضبط  - أ
2

 من النقاط المختلفة في النظام. 

 من الخطوط المختلفة. n+1 أي نقطة يمر بها بالضبط  - ب

 ي النظام.من الخطوط المختلفة ف n(n+1)يوجد بالضبط  - ت

 The System of fanoنظام بديهيات فانو :  -ثالثا

البديهية التالية الى نظام بديهيات المستوي الاسقاطي نحصل على نظام بدديهيات فدانو ) كدل خدط  إضافةعند     

 ث ث نقاط مختلفة(. الأكثريحتوي على 

 ث ث نقاط مختلفة " الأقل: " لكل خط يحتوي على  إنالبديهية الثانية تنص على  إنو بما 

  كل خط يحتوي بالضبط على ث ث نقاط مختلفة ".: " كالأتي أع ليمكن صياغة البديهيتين 

 :نظام بديهيات فانو هو 

A1.أي نقطتين مختلفتين يحتويهما خط واحد فقط : 

A2فة: كل خط يحتوي بالضبط على ث ث نقاط مختل                                                

A3.توجد على الأقل نقطة ويوجد على الأقل خط بحيي إن النقطة لا تقم على الخط :            

A4.كل خطين مختلفين يشتركان في نقطة واحدة على الأقل : 

          Q                                               يحتوي نظام بديهيات فانو على سبعة نقاط فقط. :1مبرهنة 

                                                                                      المفروو: نظام بديهيات فانو.

       م. ث. : يحتوي نظام بديهيات فانو على سبعة نقاط مختلفة فقط.

             [A3]لا تقم علية  Qمثل  وتوجد نقطة lالبرهان: يوجد خط مثل 

 P1, P2, P3 [A2]             A3      A2            A1   وهي lيوجد بالضبط ث ث نقاط مختلفة على الخط 
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 Q-P1, Q-P2, Q-P3 [A1]يوجد خط بين النقطتين 

 QP1, QP2, QP3 [A2]     lعلى الخطوط  A1, A2, A3توجد نقاط مثل 

  :توجد سبعة نقاط مختلفة وهيQ, P1, P2, P3, A1, A2, A3               P3             P2        P1 

نفرو وجود نقطة إضافية, فان هذل النقطة اما ان تقدم علدى احدد الخطدوط وبدذلك يصدبح عددد نقداط ىلدك الخدط 

بذلك يمكن رسم خدط مدن هدذل النقطدة يمدر على أي من الخطوط و, او انها لا تقم [A2]أربعه نقاط وهذا خ ف 

 [A2]وهذا خ ف  [A4]في نقطة رابعة  lويقطم  Qبنقطة 

 .يوجد بالضبط سبعة نقاط مختلفة 

 يحتوي نظام بديهيات فانو على سبعة خطوط فقط. : 9مبرهنة 

 المفروو: نظام بديهيات فانو.

      Q                                         . ي نظام بديهيات فانوف مختلفة فقط خطوطسبعة  يوجدم. ث. : 

            [A3]لا تقم علية  Qوتوجد نقطة مثل  lالبرهان: يوجد خط مثل 

             P1, P2, P3 [A2]   وهي lيوجد بالضبط ث ث نقاط مختلفة على الخط 

 Q-P1, Q-P2, Q-P3 [A1] A3                                                       A1يوجد خط بين النقطتين 

      QP1  [A2]                                                      A2على الخطوط   A1مثل ة ثالثة طتوجد نق

      QP2 [A2]على الخطوط  A2ثالثة مثل  توجد نقطة

   QP3 [A2]                                lعلى الخطوط  A3ثالثة مثل  توجد نقط

 P3 [A1+A2]                                P3             P2      P1والنقطة  A1, A2يوجد خط بين النقطتين 

 P1 [A1+A2]والنقطة  A2, A3يوجد خط بين النقطتين 

 P2 [A1+A2]والنقطة  A1, A3يوجد خط بين النقطتين 

  :توجد سبعة خطوط مختلفة في النظام وهيQP1, QP2, QP3, P1A3, P3A1, P2A3,l 

نفرو وجود خط اضافي في النظام, فدان هدذا الخدط سدوف يقطدم جميدم خطدوط النظدام وبدذلك سديكون كدل خدط 

 .A2يحتوي على الاقل على اربعة نقاط مختلفة وهذا خ ف 

 خطوط مختلفة في النظام. يوجد بالضبط سبعة                                                

 كل نقطة في نظام بديهيات فانو يمر بها بالضبط ث ث خطوط. :3مبرهنة 

                                                               نقطة في نظام بديهيات فانو. Qالمفروو: 

 Q                                                               مر بها بالضبط ث ث خطوط.ي Qم. ث.: النقطة 

 Q [A3]لا يمر بالنقطة  lالبرهان: يوجد خط مثل 

 P1, P2, P3 [A2]وهي  lتوجد ث ث نقاط فقط على الخط 

                              Q-P1, Q-P2, Q-P3 [A1]يوجد خط بين النقطتين 

  يوجد ث ث خطوط تمر من النقطةQ  وهيQP1, QP2, QP3            l         

 Q                                                      P3            P2     P1نفرو وجود خط رابم يمر من النقطة 

  هذا الخدط سديقطم الخدطl قطدة رابعدة فدي ن[A4]  وبدذلك سديكون عددد نقداط الخدطl  هدو اربعدة وهدذا خد ف

 الفرو

  يوجد بالضبط ث ث خطوط مختلفة تمر من النقطةQ. 

 

 The System of Youngنظام بديهيات يونك:    -رابعا

علدى نظدام بدديهيات يوندك ) كدل خدط  عند إضافة البديهية التالية الى نظام بديهيات المستوي التالفي نحصدل     

 يحتوي على الأكثر ث ث نقاط مختلفة(.

و بما إن البديهية الثانية في نظام بديهيات المستوي التالفي تنص على إن : " لكل خط يحتوي على الأقل ث ث 

 نقاط مختلفة "

  بالضبط على ث ث نقاط مختلفة ".يمكن صياغة البديهيتين أع ل كالأتي: " كل خط يحتوي 

 :نظام بديهيات يونك هو 

A1.كل نقطتين مختلفتين يحتويهما خط واحد فقط : 

A2.كل خط يحتوي بالضبط على ث ث نقاط مختلفة : 

A3.توجد على الأقل نقطة ويوجد على الأقل خط بحيي إن النقطة لا تقم على الخط : 
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A4 اىا كان :l  خط وP  نقطة لا تقم علية فيوجد خط واحد فقط يمر منP  ويوازيl. 

 وبذلك يكون نظام بديهيات يونك هو نظام هندسة منتهية حيي يحتوي فيه الخط على ث ث نقاط فقط.

 توجد بالضبط تسعه نقاط مختلفة في نظام بديهيات يونك. :1مبرهنة 

 المفروو: نظام بديهيات يونك.

 ط تسعه نقاط مختلفة في النظام.م. ث. : يوجد بالضب

                                                     [A3]لا تقم علية  Q1ونقطة مثل  lالبرهان: يوجد خط مثل 

         l [A2]                  Q3     Q2       Q1على الخط  P1, P2, P3يوجد بالضبط ث ثة نقاط مختلفة 

                                                             m [A4]  mخط موازي وليكن يوجد  Q1من النقطة 

  يوجد بالضبط ث ث نقاط مختلفةQ1, Q2, Q3  على الخطm [A2]         R3     R2        R1 

 Q1, P1 [A1]                                           kيوجد خط بين النقطتين 

 Q1P1 [A2]                                     lعلى الخط  R1توجد نقطة مثل 

 k [A4]                 P3       P2         P1وليكن الخط  lيمكن رسم خط موازي الى  R1من النقطة 

 R1, R2, R3 [A2]وهي  kتوجد ث ث نقاط بالضبط على الخط 

  توجد تسعة نقاط مختلفة في النظام هيP1, P2, P3, R1, R2, R3, Q1, Q2, Q3 

 ولكي نبرهن انه يوجد بالضبط تسعة نقاط مختلفة في النظام.

 في النظام. Aنقطة اضافية مثل  نفرو وجود

ا خد ف فاىا كانح هذل النقطة تقم علدى احدد الخطدوط فهدذا يعندي بدان ىلدك الخدط يحتدوي علدى اربعدة نقداط وهدذ

[A2] اما اىا كانح النقطة .A  لا تقم على أي من الخطوط فانه من هذل النقطة يمكن رسم موازي الدىl  ولديكن

l1 [A4] . 

 lيقطم الخط  P1Q1وبما ان الخط 

  فان  9حسب مبرهنةP1Q1  يقطم الخطl1 

  اصبح عدد نقاط الخطP1Q1 ربعة نقاط وهذا خ ف هو ا[A2] 

 .يوجد بالضبط تسعة نقاط مختلفة في النظام 

 يوجد بالضبط اثنى عشر خط مختلف في نظام بديهيات يونك. :9مبرهنة 

 المفروو: نظام بديهيات يونك.

 يوجد بالضبط اثنى عشر خط مختلف في نظام بديهيات يونك.م. ث.: 

                                                     [A3]لا تقم علية  P1ونقطة مثل  lمثل يوجد خط  البرهان: 

 l [A2]   P3             P2            P1على الخط  Q1, Q2, Q3يوجد بالضبط ث ث نقاط مختلفة 

 m [A4]  mوليكن الخط  lويوازي الخط  P1يوجد خط يمر من 

 P2, P3  [A2]ى نقطتين إضافيتين هما يحتوي عل mالخط 

 P1, Q1 [A1]                                                                          A1يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P1, Q2 [A1]                          kيوجد خط يمر بالنقطتين 

 P1, Q3 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P2, Q1 [A1]نقطتين يوجد خط يمر بال

 P2, Q2 [A1]                            l     Q3             Q2              Q1يوجد خط يمر بالنقطتين  

 P2, Q3 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P3, Q1 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P3, Q2 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P3, Q3 [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P1Q1 [A2]على الخط  A1توجد نقطة مثل 

 k [A4]وليكن الخط  lيمكن رسم خط موازي الى  A1من النقطة 

  يوجد اثني عشدر مختلدف وهديl, m, k, P1Q1, P1Q2, P1Q3, P2Q1, P2Q2, P2Q3, P3Q1, 

P3Q2, P3Q3. 

  m1جود خط اضافي في النظام وليكن خط مختلف نفرو وولكي نبرهن انه يوجد بالضبط اثني عشر 
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وبدذلك يكدون  9فدي نقطدة رابعدة حسدب مبرهندة  P1Q1فهذا يعندي انده يقطدم الخدط  lموازي الى m1فاىا كان 

 .[A2]يحتوي على اربعة نقاط وهذا خ ف  P1Q1الخط 

 .[A2]وهذا ايضا خ ف  lفهذا يعني انه توجد اربعة نقاط على الخط  lقاطم الى  m1اما اىا كان 

 .يوجد بالضبط اثني عشر خط مختلف في نظام بديهيات يونك 

 كل نقطة في نظام بديهيات يونك يمر بها بالضبط اربعة خطوط مختلفة. :3مبرهنة 

 Q                                                         نقطة في نظام بديهيات يونك Qالمفروو: 

 m            يمر بها بالضبط اربعة خطوط مختلفة Q: النقطة م. ث. 

 Q [A3]لا يحتوي على النقطة  lالبرهان: يوجد خط مثل 

 l (P1, P2, P3) [A2]توجد ث ث نقاط بالضبط على الخط 

                                                                            P1, Q [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

                            P2, Q [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 P3, Q [A1]يوجد خط يمر بالنقطتين 

 l [A4]             lويوازي  mمثل  Qيوجد خط يمر من النقطة 

  توجد اربعة خطوطm, P1Q, P2Q, P3Q  تمر من النقطةQ            P3               P2      P1 

 Qيمر من النقطة  kنفرو وجود خط اخر مثل 

 [A4]وهذا خ ف  lموازي الى  kفاما ان يكون الخط 

  Qمن نقطة واحدة  lلانه يكون لدينا خطان موازيان الى 

 [A2]يحتوي على اربعة نقاط مختلفة وهذا خ ف  lفهذا يعني ان الخط  lقاطم الى  kاما اىا كان الخط 

  يوجد بالضبط اربعة خطوط مختلفة تمر من النقطةQ. 

 Properties of Axiomatic Systemخواص النظام البديهي:   

 تعتبر الصفات التالية صفات اساسية لاختبار النظام البديهي من حيي:    

 Consistency الاتساق ) الانسجام (  .1

 Independence    الاستق ل .9

 Completeness لاكتمال ( التمامية ) ا .3

 ( Consistency )اولا: الاتساق 

وهي صفة اساسية واجب توفرها في النظام البدديهي ونعندي بالاتسداق عددم وجدود بدديهيتين متناقضدتين او     

 او بديهية تناقض مبرهنة. نمبرهنتين متناقضتي

بدديهيتين او مبدرهنتين او بديهيدة  تعريف : يقال عن نظدام بدديهي بانده متسدق اىا لدم يوجدد أي تنداقض بدين أي

 ومبرهنة.

 :Modelتعريف النموىج  

هو ىلك التفسير للنظام البديهي والذي يجعل كافدة عبدارات النظدام البدديهي ) البدديهيات والمبرهندات ( جمدل     

 صادقة.

 طريقة اختبار الاتساق:

اندده نظددام بددديهي غيددر متسددق لددذلك يمثددل اىا امكددن كتابددة نمددوىج للنظددام فددان النظددام البددديهي متسددق و الا ف    

 النموىج طريقة لاختبار اتساق النظام البديهي.

 س/ ناقش اتساق بديهيات المستوي الاسقاطي.

 ج/ نموىج الاول :

 والخطوط هي عبارة عن اعمدة من الارقام. ..… ,3 ,2 ,1نفرو النقاط تمثل مجموعة من الارقام 

nعدد النقاط= 
2
-n+1  =3

2
-3+1 =7 

 من سبعة خطوط وسبعة نقاط. انيتكون ينجنموى

  

 

 

 

 

l1 l2 l3 l4 l5 l6 l7 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 1 

4 5 6 7 1 2 3 

l1 l2 l3 l4 l5 l6 l7 

1 4 2 2 3 3 6 

2 1 4 5 4 5 7 

3 5 6 7 7 6 1 
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 وهذين النموىجين يبينان بان نظام بديهيات فانو هو نظام متسق.

 نموىج الثاني: 

 

l1 l2 l3 l4 l5 l6 l7 l8 l9 l10 l11 l12 l13 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1 2 3 

10 11 12 13 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

  

 خط   13نقطة و  13نموىج يتكون من 

n
2
-n+1=4

2
-4+1  =13 

 تالفي.س/ ناقش اتساق نظام بديهيات المستوي ال

 النموىج الاول: ج/

nعدد النقاط = 
2

 = 3
2

 =9 

 n(n-1) = 3(3+1)=12 =عدد الخطوط 

l1  l2 l3 l4 l5 l6 l7 l8 l9 l10 l11 l12 

1 4 1 1 1 2 2 2 3 3 3 7 

2 5 4 5 6 4 5 6 4 5 6 8 

3 6 7 8 9 9 7 8 8 9 7 9 

كن كتابدة نمدوىج للنظدام ) نمدوىج يتكدون مدن هذا النموىج يبين بان نظام بديهيات يونك هو نظام متسق لانه ام

 تسعه نقاط واثني عشر خط (.

 النموىج الثاني:

nعدد النقاط = 
2

 = 4
2

 =16 

 n(n-1) = 4(4+1)=20 =عدد الخطوط 
l1 l2 l3 l4 l5 l6 l7 l8 l9 l10 l11 l12 l13 l14 l15 l16 l17 l18 l19 120 

1 5 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 9 10 

2 6 5 6 7 8 5 6 7 8 5 6 7 8 5 6 7 8 11 12 

3 7 9 10 11 12 10 11 12 9 11 15 9 13 14 9 13 10 14 13 

4 8 13 14 15 16 16 13 14 15 12 16 10 14 15 12 16 11 16 15 

 خط. 20نقطة و  16نموىج يتكون من 

 Independenceثانيا: الاستق ل:   

ين بانها مستقلة اىا لم يكن بالامكدان اسدتنتاجها او برهانهدا بالاعتمداد يقال عن بديهيه ما في نظام بديهي مع    

على البديهيات الباقية وفي حالة برهان بديهيدة مدا بالاعتمداد علدى البدديهيات الاخدرى فدان هدذل البديهيدة تكدون 

ندح كددل غيدر مسدتقلة ويجددب اعتبارهدا مبرهنددة بددلا مددن ان تكدون بديهيددة ويكدون النظددام البدديهي مسددتق  اىا كا

 بديهية من بديهيات النظام مستقلة.

 طريقة اختبار صفة الاستق ل:

حيدي ان  Aiلاختبار استق ل البديهيدة  A1, A2, ….., Anنفرو ان النظام البديهي يتكون من البديهيات     

i=1, 2, …, n :نقوم بالخطوتين التاليتين 

 مجموعة متسقة. A1, A2, …., Anنثبح بان  .1

 مجموعة متسقة. A1, A2, …., ≈Ai, …, Anنثبح بان  .9

 ناقش استق ل نظام بديهيات المستوى التالفي.س/ 

 ( استق ل البديهية الاولى.1ج/ 

A1.كل نقطتين مختلفتين يوجد خط واحد فقط يحتويهما : 

A1  فرعa: .كل نقطتين مختلفتين يوجد على الاقل خط واحد يحتويهما 
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A1  فرعbى الاكثر خط واحد يحتويهما.: كل نقطتين مختلفتين يوجد عل 

 : توجد نقطتين مختلفتين ويوجد اقل من خط يحتويهما.aفرع  A1نفي 

 او بصيتة اخرى.

 : توجد نقطتين مختلفتين ولا يوجد خط يحتويهما.aفرع  A1نفي 

 مجموعة متسقة. A1, A2, A3, A4ثم اثبات ان بديهيات المستوي التالفي متسقة أي ان 

 مجموعة متسقة. b ,A2, A3, A4فرع  a  ,A1فرع A1بان نفي  نثبح

 النموىج 

 A1  فرعa .مستقلة 

 : توجد نقطتين مختلفتين ويوجد اكثر من خط يحتويهما.bفرع  A1نفي 

 النموىج 

 A1 فرع b .مستقلة 

 A1 .مستقلة 

 

 ( البديهية الثانية:9

A2.كل خط يحتوي على ث ث نقاط مختلفة على الاقل : 

 : يوجد خط يحتوي على اقل من ث ث نقاط.A2نفي 

 . A2 ,A1,نفي  A3, A4نثبح اتساق المجموعة 
 A2 تقلة.مس 

 ( البديهية الثالثة:3

A3.يوجد على الاقل نقطة ويوجد على الاقل خط بحيي ان النقطة لا تقم على الخط : 

 : لكل خط لا توجد نقطة لا تقم علية.A3نفي 

 النموىج: 

  A3 .مستقلة 

 ( البديهية الرابعة:4

A4 اىا كان :l  خط وP فيوجد خط واحد فقط يمر من  نقطة لا تقم عليةP  ويوازيl. 

A4  فرعa اىا كان :l  خط وP  نقطة لا تقم علية فيوجد خط واحد على الاقل يمر منP  ويوازيl . 

A4  فرعb اىا كان :l  خط وP  نقطة لا تقم علية فيوجد خط واحد على الاكثر يمر منP  ويوازيl. 

 .lويوازي  Pف  يوجد خط يمر من علية نقطة لا تقم  Pخط و l: اىا كان aفرع  A4نفي 

  أي انه لا يوجد حالة توازي ) جميم الخطوط متقاطعة (

 النموىج:
 A4  فرعa  .مستقلة 

 

 .lوموازيان الى  Pن من نقطة لاتقم علية فيوجد على الاقل خطان يمرا Pخط و  lاىا كان  :bفرع  A4نفي 

 النموىج:
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 5 5 6 7 8 9 13 17 

2 5 6 7 8 12 5 6 7 8 11 5 6 7 8 10 5 6 7 8 9 6 10 12 9 11 10 14 18 

3 9 16 14 10 15 16 10 12 9 13 12 9 11 17 16 11 15 10 12 14 7 15 18 16 14 11 15 19 

4 13 11 19 18 17 18 14  15 19 14 19 15 13  17  13 16 18 8 19 18 17  12 16  

       17      18      19          

 A4  فرعb .مستقلة 
 A4 .مستقلة 
 .نظام بديهيات المستوي التالفي هو نظام مستقل 

  ل نظام بديهيات المستوى الاسقاطي.س/ ناقش استق

 ( استق ل البديهية الاولى.1ج/ 

A1.كل نقطتين مختلفتين يوجد خط واحد فقط يحتويهما : 

A1  فرعa: .كل نقطتين مختلفتين يوجد على الاقل خط واحد يحتويهما 

A1  فرعb.كل نقطتين مختلفتين يوجد على الاكثر خط واحد يحتويهما : 

1 4 

2 5 

3 6 

1 4 1 1 1 2 2 2 

2 5 4 5 6 4 5 6 

3 6 3 3 3 5 6 4 

1 3 1 1 2 2 

2 4 3 4 3 4 

1 

2 

3 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 1 

4 5 6 7 1 2 3 
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 وجد نقطتين مختلفتين ويوجد اقل من خط يحتويهما.: تaفرع  A1نفي 

 او بصيتة اخرى.

 : توجد نقطتين مختلفتين ولا يوجد خط يحتويهما.aفرع  A1نفي 

 مجموعة متسقة. A1, A2, A3, A4ثم اثبات ان بديهيات المستوي الاسقاطي متسقة أي ان 

 جموعة متسقة.م b ,A2, A3, A4فرع  a  ,A1فرع A1نثبح بان نفي 

 النموىج 

 A1  فرعa .مستقلة 

 : توجد نقطتين مختلفتين ويوجد اكثر من خط يحتويهما.bفرع  A1نفي 

 النموىج 

 A1  فرعb .مستقلة 

 A1 .مستقلة 

 

 ( البديهية الثانية:9

A2: .كل خط يحتوي على ث ث نقاط مختلفة على الاقل 

 : يوجد خط يحتوي على اقل من ث ث نقاط.A2نفي 

 . A2 ,A1,نفي  A3, A4نثبح اتساق المجموعة 
 A2 .مستقلة 

 ( البديهية الثالثة:3

A3ة لا تقم على الخط.: يوجد على الاقل نقطة ويوجد على الاقل خط بحيي ان النقط 

 : لكل خط لا توجد نقطة لا تقم علية.A3نفي 

 النموىج: 

  A3 .مستقلة 

 ( البديهية الرابعة:4

A4.كل خطين مختلفين يتقاطعان في نقطة على الاقل : 

 : يوجد خطين مختلفين لا يشتركان بنقطة.A4نفي 

 النموىج: 

1 4 1 1 1 2 2 2 3 3 3 7 

2 5 4 5 6 4 5 6 4 5 6 8 

3 6 7 8 9 9 7 8 8 9 7 9 
 A4 .مستقلة 
 .نظام بديهيات المستوي الاسقاطي هو نظام مستقل 

 س/ بين فيما اىا كان النظام البديهي التالي متسق ام لا:

A1ة فقط.: كل خطين مختلفين يتقاطعان في نقطة واحد             A2.كل نقطة يمر بها خطين فقط : 

A3 :.يوجد بالضبط ستة خطوط 

ج/ كل خط يحتوي على خمسة نقاط مختلفدة, ويوجدد بالضدبط خمدس عشدر نقطدة فدي النظدام, والنظدام البدديهي 

 متسق.

سدتقلة نقدوم صفة الاستق ل صفة غير ضرورية في النظام البديهي لانه في حالة وجود بديهية غير م م حظة:

 برفم هذل البديهية من البديهيات واضافتها الى المبرهنات.

 Completeness  ثالثا: الاكتمال ) التمام ( 

يقال عن نظام بدديهي معدين بانده نظدام بدديهي تدام او كامدل اىا لدم يكدن بالإمكدان إضدافة بديهيدة مسدتقلة الدى     

 ان النظام البديهي يكون غير تام.فالنظام وفي حاله اضافة بديهية مستقلة الى النظام 

 "one-to-one preserve relation" التقابل المتباين المحافظ على الع قات  تعريف:

نموىجين لنظام بديهي معين يحتويان على نفس العدد مدن العناصدر ) النقداط, الخطدوط (,  M2و  M1ليكن     

فيقدال بدان هنالدك تقابدل متبداين  M2ي النمدوىج يقابل عنصر واحد فقط فد M1فاىا كان كل عنصر في النموىج 

1 4 

2 1 

3 5 

1 4 2 

2 1 4 

3 3 1 

1 1 2 

2 3 3 

1 

2 

3 
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ويطلق على هذا التباين المتقابل بالتباين المتباين المحافظ على الع قات فداىا كاندح  M2و M1بين النموىجين 

 .M2فانها تكون صادقة حول العناصر المقابلة لها في  M1كل عبارة صادقة حول عناصر 

 Categorical System Axiomatic النظام البديهي الفصلي  تعريف:

 يقال عن نظام بديهي بانه نظام بديهي فصلي اىا كان نموىجين للنظام متشاكلين تقابليا.     

 Isomorphicالتشاكل التقابلي تعريف: 

( اىا وجددد علددى الاقددل تقابددل Isomorphicيقددال عددن نمددوىجين بنظددام بددديهي معددين بانهمددا متشدداكلين تقابليددا )

 لى الع قات بين النموىجين.احادي واحد محافظ ع

 اىا كان كل نموىحين لنظام بديهي متشاكلين تقابليا فان النظام البديهي هو نظام تام. مبرهنة:

 البرهان: سنبرهن بطريقة التناقض

 نفرو ان النظام البديهي غير تام

 بما ان النظام البديهي غير تام
  ولتكن يمكن اضافة بديهية مستقلةAn الى النظام 

 بديهية مستقلة فان: Anو بما ان 

 مجموعة متسقة. A1, A2, …., Anالمجموعة  .1

 مجموعة متسقة. ,…… ,An A1, A2المجموعة نفي  .9

 يحتويان على نفس العدد من العناصر  9و 1لذلك فانه يوجد نموىجين للمجموعتين 

 و بما ان النموىجين متشاكلين تقابليا
  يوجد تقابل متباين محافظ على الع قات بين النموىجين 

 امل ان تكونا صادقتين او كاىبتين وهذا لا يمكن  Anو نفي  Anلذلك العبارتين 
 .النظام البديهي تام 

 طريقة الاختبار:

ان كل نموىجين في النظام متشداكلين تقابليدا  لكي نثبح بان النظام البديهي تام نثبح اولا بانه نظام فصلي أي    

 وباستخدام المبرهنة السابقة يكون النظام البديهي تام.

 .Nو Mمثال: اثبح تشاكل النموىجين 

M 

m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 m10 m11 m12 

A D G A B C A B C A B C 

B E H D E F E F D F D E 

C F I G I H H G I I H G 

N 

n1  n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8 n9 n10 n11 n12 

1 4 1 1 1 2 2 2 3 3 3 7 

2 5 4 5 6 4 5 6 4 5 6 8 

3 6 9 7 8 7 8 9 8 9 7 9 

 ولنأخذ التقابل التالي: Nو  Mج/ هنالك عدة طرق لوضم تقابل متباين أحادي بين النموىجين 

1. A=1, B=2 C=3, D=4, E=5, F=6, G=7, H=8, I=9 

 متباين غير محافظ على الع قات.                                       تقابل

            m4M    N 

 افترو التقابل التالي: .9

A=1, B=2, C=3, D=4, E=5, F=6, G=9, H=7, I=8 

m1n1, m2n2, m3n12, m4n3, m5n7, m6n11, m7n4, m8n8, 

m9n9, m10n5, m11n6, m12n10. 
 لكل خط في النموىجM  يوجد خط فدي النمدوىجN  يحتدوي علدى عناصدر تقابدل عناصدر الخدطm  وبدذلك

 متشاكلين تقابليا. Nو Mيكون هذا التقابل المتباين محافظ على الع قات وبذلك فان النموىجين 

A 

D 

G 

1 

4 

7 
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3 . 

A=1, B=2, C=3, D=6, E=4, F=5, G=8, H=9, I=7 

m1n1, m2n2, m3n12, m4n5, m5n6, m6n10, m7n3, m8n7, 

m9n11, m10n4, m11n8, m12n9. 
 لكل خط في النموىجM  يوجد خط فدي النمدوىجN  يحتدوي علدى عناصدر تقابدل عناصدر الخدطm  وبدذلك

 متشاكلين تقابليا. Nو Mيكون هذا التقابل المتباين محافظ على الع قات وبذلك فان النموىجين 

 س/ بين أي من الانظمة التالية هي نظام فصلي او تام:

 نظام بديهيات المستوى الاسقاطي. .1

 بديهيات المستوى التالفي.نظام  .9

 نظام بديهيات فانو. .3

 نظام بديهيات يونك. .4

بما ان نظام بديهيات المستوى الاسقاطي قد تحقق بنموىجين مختلفين في عدد العناصر ) النقاط والخطوط( ج/ 

خدط فهدذا يعندي انده لا يمكدن ايجداد  13نقطدة و  13خطوط والثاني يحتوي على  7نقاط و 7الاول يحتوي على 

اكل تقابلي بين كل نموىجين فدي النظدام وبدذلك فدان نظدام بدديهيات المسدتوى الاسدقاطي غيدر فصدلي. وكدذلك تش

نقداط و  2نظام بديهيات المستوى التالفي لانه تحقق بنموىجين مختلفين فدي عددد العناصدر الاول يحتدوي علدى 

ن كل نموىج فيدة يحتدوي علدى خط. اما نظام بديهيات فانو فهو نظام فصلي لا 92نقطة و  16خط والثاني  19

خطوط وبالتالي فان كل نموىجين فيه متشاكلين تقابليا. وكذلك نظام بديهيات يونك هدو نظدام فصدلي  7نقاط و 7

خدط وبالتدالي فدان لكدل نمدوىجين فيده يمكدن ايجداد تقابدل متبداين  19نقداط و 2لان كل نموىج فيه يحتدوي علدى 

 محافظ على الع قات.
  والمسددتوى التددالفي نظددامين غيددر تددامين ونظددام بددديهيات فددانو ونظددام نظددام بددديهيات المسددتوى الاسددقاطي

 بديهيات يونك نظامين تامين.

 س/ ناقش تشاكل النموىجين التاليين: 

   M 

m1 m2 m3 m4 m5 m6 m7 m8 m9 m10 m11 m12 

1 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 5 

2 4 6 8 4 5 7 4 5 6 7 6 

3 5 7 9 6 8 9 9 7 8 8 9 

N 

n1  n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8 n9 n10 n11 n12 

1 1 1 1 2 2 2 3 3 4 4 6 

2 3 5 7 3 5 7 4 5 5 7 8 

4 6 8 9 9 6 8 8 7 9 6 9 

 نفرو التقابل التالي:

1=1, 2=2, 3=4, 4=8, 5=5, 6=7, 7=9, 8=6, 9=3 

m1n1, m2n3, m3n4, m4n2, m5n7, m6n6, m7n5, m8n8, 

m9n10, m10n11, m11n12, m12n9. 
  النموىجينM  وN .متشاكلين تقابليا 

 الهندسة الاقليدية

( اول كتددداب فدددي الرياضددديات مبندددي علدددى نظدددام البدددديهيات Elementsيعتبدددر كتددداب الأصدددول لإقليددددس )    

(Axiomatic System  ظهر قبل اكثر من الفي سنة. لقد بنى اقليدس اصولة على التاريف والبدديهيات فدي )

طقي لابد وان يرتك  على نقطة ابتدان مفروضدة بتيدر مناقشدة. قددم اقليددس فدي كتابدة براهينه لان أي اثبات من

 كما يلي:ومبرهنة  44بديهيات وتعاريف عامة و 12تعريف و 93هذا 

 Definitions  التعاريف:

 -لقد بدا اقليدس بكتابة ث ثة وعشرون تعريف والتي هي:
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 النقطة: هي التي ليس لها ابعاد. .1

 بدون عرو. المستقيم: هو طول .9

 نهايات المستقيم: هي نقاط. .3

 الخط المستقيم: هو الخط الذي يقم كليا على نقاطة. .4

 السطح: هو الذي له طول وعرو فقط. .5

 نهايات السطوث: هي خطوط. .6

 السطح المستوي: هو ىلك السطح الذي يقم كليا على مستقيماته. .7

ي مسدتوي ولا يقعدان علدى مسدتقيم ال اوية المستوية: هي مي ن احد مستقيمين مت قين عدن الاخدر فد .4

 واحد.

 واىا وقم المستقيمان على مستقيم واحد فال اوية تسمى زاوية مستقيمة. .2

اىا رسددم مسددتقيم يصددنم مددم مسددتقيم اخددر زاويتددين متجدداورتين متسدداويتين فددان كدد  مددن الدد اويتين   .12

 المتساويتين قائمة والمستقيم المرسوم يكون عموديا على الاخر.

 رجة هي ال اوية التي تكون اكبر من قائمة.ال اوية المنف .11

 ال اوية الحادة هي ال اوية التي تكون اصتر من قائمة. .19

 حدود الشين هي اطرافه. .13

 الشكل هو كل ما يكون ضمن الحدود. .14

الدائرة: هي شكل مستوي محاط بخط بحيي ان كدل المسدتقيمات الواقعدة علدى الخدط مدن نقطدة واحددة  .15

 اوية فيما بينها.مشتركة داخل الشكل, تكون متس

 ( تسمى مرك  الدائرة.15والنقطة المعينة في التعريف ) .16

قطر الدائرة: هو أي مستقيم مرسوم مدن المركد  ومنتهدي فدي الاتجداهين بمحديط الددائرة, وهدذا الخدط  .17

 المستقيم ينصف الدائرة.

مركدد  نصددف الدددائرة: هددو الشددكل المحدداط بددالقطر والمحدديط المقطددوع بدده, ومركدد  نصددف الدددائرة هددو   .14

 الدائرة نفسه.

الاشكال المستوية: هي الاشكال المحاطدة بخطدوط مسدتقيمة والشدكل الث ثدي محداط بث ثدة مسدتقيمات  .12

 والشكل الرباعي باربعة مستقيمات وكثير الاض ع محاط باكثر من اربعة مستقيمات.

سداوية, والمثلدي من الاشكال الث ثية المثلي المتساوي الاض ع وهدو الدذي تكدون اضد عة الث ثدة مت .92

المتساوي الساقين فيه ضلعين فقدط متسداويين, والمثلدي المختلدف الاضد ع هدو الدذي تكدون اضد عة 

 مختلفة.

واضافة الى ىلك, من الاشكال الث ثية, المثلي القائم ال اوية الدذي فيده زاويدة قائمدة واحددة, والمثلدي  .91

 الحاد ال وايا هو الذي تكون زواياة حادة.المنفرج ال اوية الذي فيه زاوية منفرجة واحدة, والمثلي 

قدوائم, والمسدتطيل الدذي زوايدال  من الاشكال الرباعية المربم الذي تكدون اضد عة متسداوية وزوايدال .99

قددوائم واضدد عة غيددر متسدداوية والمعددين الددذي اضدد عة متسدداوية وزوايددال ليسددح قددوائم, والمتددوازي 

اضدد عة المتقابلددة متسدداوية, ولكددن لدديس متسدداوي الاضدد ع الددذي فيددة زوايلدده المتقابلددة متسدداوية و

 الاض ع و لا قائم ال اويا, والاشكال الرباعية الاخرى من غير هذل تسمى منحرفة.

الخطوط المستقيمة المتوازيدة: هدي الخطدوط المسدتقيمة التدي تقدم فدي مسدتوي واحدد والتدي لا تلتقدي  .93

 مهما امتدت في أي الاتجاهين.

 The Postulates  الفرضيات:

بعد ان وضم اقليدس تلك التعداريف بددا بكتابدة عشدرة فرضديات وقسدمها الدى مجمدوعتين سدمى المجموعدة     

 الاولى بالمفاهيم العامة والمجموعة الثانية بالبديهيات.

 The Common notionsالمفاهيم العامة:   -اولا:

 الاشيان المساوية لشين واحد متساوية فيما بينها. .1

 ساوية الى اخرى متساوية تكون النتائج متساوية.اىا اضيفح كميات مت .9

 اىا طرحح مقادير متساوية من اخرى متساوية تكون البواقي متساوية. .3

 الاشيان المتطابقة متساوية فيما بينها. .4

 الكل اكبر من الج ن. .5
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 Axiomsالبديهيات:   -ثانيا:

 من الممكن الوصل بين أي نقطتين بخط مستقيم. .1

 جهتيها الى غير حد. يمكن مد قطعة مستقيم من .9

 يمكن رسم دائرة اىا علم مرك ها ونصف قطرها. .3

 جميم ال وايا القوائم متساوية. .4

اىا قطم مستقيمان بمستقيم ثالي بحيي كان مجموع الد اويتين الدداخليتين الدواقعتين علدى جهده واحددة  .5

الجهة مدن القداطم التدي  من القاطم اقل من قائمتين, فان المستقيمان, اىا مدا بتير حد, يت قيان في تلك

 يكون فيها مجموع ال اويتين اقل من قائمتين. وتسمى هذل البديهية بديهية التوازي لاقليدس.

تعتبددر البديهيددة الخامسددة لاقليدددس مددن البددديهيات المهمددة والتددي كانددح نقطددة البدايددة فددي دراسددة الهندسددة     

اضدديات والسددبب فددي ىلددك هددو الشددك فددي كددون هددذل ال اقليديددة حيددي كانددح هددذل البديهيددة مثددار جدددل علمددان الري

البديهية مبرهنة لذلك حاول كثير من العلمان برهنة هذل البديهيدة بالاعتمداد علدى البدديهيات الأربعدة الا ان هدذل 

البديهية الخامسة. ان السدبب فدي الاعتقداد  تكافئالمحاولات كانح فاشلة لان البراهين كانح تعتمد على عبارات 

 هية الخامسة مبرهنة هو:في كون البدي

 طول البديهية الخامسة مقارنة بالبديهيات الاربعة. -1

 92مبرهنة واسدتخدامها فدي برهدان مبرهندة  94لم يستخدم اقليدس البديهية الخامسة في برهان اول  -9

   والتي بعدها.

 Theorem المبرهنات: 

مان والاربعون واحدة بعد الاخرى, ولسدبب بعد ان قدم اقليدس التعاريف والبديهيات بدا في اشتقاق نظرياتة الث

مددا اراد اقليدددس ان يعددرف الددى أي حددد يسددتطيم ان يسددير بالمفدداهيم والبددديهيات الاربعددة مددن دون ان يسددتخدم 

) لا يمكن معرفة هدذا السدبب اى قدد يكدون نفسديا او منطقيدا او فلسدفيا(. لقدد اسدتطاع اقليددس البديهية الخامسة 

رية الاولى فقط بدون استخدام البديهية الخامسة. ) حيي استخدم اقليدس البديهية اشتقاق الثماني وعشرون نظ

((. والنظريات الثمان والاربعون والتي بعضها عمليدات ) مرتبدة كمدا 92الخامسة لاول مرة في برهان نظرية )

 -ىكرت في كتاب الاصول( هي:

 .كيفية رسم مثلي متساوي الاض ع على مستقيم معلوم محدود الطول .1

 كيفية رسم مستقيم من نقطة معلومة طوله يساوي طول مستقيم معلوم. .9

 من اكبر مستقيمين معلومين كيفية قطم ج ن يساوي اصتر المستقيمين. .3

اىا ساوى ضلعان وال اوية المحصورة بينهما من مثلي ضلعين وال اوية المحصورة بينهمدا مدن مثلدي  .4

 والضلم من احدهما نظائرها من الاخر.اخر. يتساوى المثلثان وتساوي ال وايا الباقية 

في المثلي المتساوي الساقين تتساوى زوايا القاعدة واىا مد الضلعان المتساويان فال اويتان الواقعتان  .5

 تحح القاعدة تتساويان ايضا.

 اىا تساوت زاويتان في مثلي فالضلعان المقاب ن لهما متساويان. .6

وت قيدا فدي نقطدة هنداي لا يمكدن رسدم مسدتقيمين اخدرين اىا رسم مستقيمان من طرفي مسدتقيم معلدوم  .7

يساويان المستقيمين على التوالي, وفي طرفي المستقيم المعلوم نفسه ومت قيان فدي نقطدة اخدرى فدي 

 الجهة نفسها من المستقيم المعلم.

 .اىا ساوى ضلعا مثلي ضلعي مثلي اخر على التوالي وتساوت قاعديهما تساوت زواياهما على التناظر .4

 كيفية تنصيف زاوية مستوية. .2

 كيفية تنصيف مستقيم معلوم محدود الطول. .12

 كيفية اقامة عمود على مستقيم معلوم من نقطة مفروضة عليه. .11

 كيفية رسم مستقيم عمود على مستقيم معلوم من نقطة خارجة عنة. .19

همددا يسدداوي اىا لاقددى مسددتقيم مسددتقيما معلددوم, فاندده يصددنم امددا زاويتددين قددائمتين او زاويتددين مجموع .13

 زاويتين قائمتين.

اىا رسددم مددن نقطددة معلومددة علددى مسددتقيم معلددوم مسددتقيمين وعلددى طرفيددة المختلفددين وكددان مجمددوع  .14

 ال اويتين المتجاورتين يساوي زاويتين قائمتين فالمستقيمان يقعان على مستقيم واحد.

 اىا تقاطم مستقيمان فال اويتان المتقابلتان بالراس متساويتان. .15
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د اضد ع مثلدي فال اويدة الخارجيدة تكدون اكبدر مدن كدل مدن الد اويتين الدداخليتين المقدابلتين اىا مد اح .16

 لهما.

 مجموع زاويتين في مثلي كيفما اتخذت اقل من زاويتين قائمتين. .17

 في أي مثلي يكون اكبر الاض ع مقاب  لاكبر ال وايا. .14

 في أي مثلي تكون ال اوية الكبرى مقابلة لاكبر الاض ع. .12

 أي ضلعين في مثلي اكبر من ضلعه الثالي.مجموع  .92

اىا رسم من طرفدي قاعددة مثلدي, مسدتقيمان وت قيدا فدي نقطدة داخدل المثلدي فالمسدتقيمان اصدتر مدن  .91

 ضلعي المثلي, ويحصران زاوية اكبر من ال اوية المحصورة بين ضلعي المثلي.

ن يكدون مجمدوع أي كيفية رسدم مثلدي اضد عه تسداوي ث ثدة مسدتقيمات معلومدة. ومدن الضدروري ا .99

 زوج من المستقيمات اكبر من المستقيم الثالي.

 من نقطة على مستقيم معلوم, كيفية رسم زاوية مستوية تساوي زاوية معلومة. .93

اىا سدداوى ضددلعان فددي مثلددي ضددلعين فددي مثلددي اخددر علددى التددوالي وكانددح ال اويددة المحصددورة بددين  .94

ي الثاني فان الضلم الثالدي فدي المثلدي الاول اكبدر الضلعين في المثلي الاول اكبر من نظيرتها في المثل

 من الضلم الثالي في المثلي الثاني.

اىا ساوى ضلعا مثلي ضلعي مثلي اخر على التوالي وكاندح الضدلم الثالدي فدي المثلدي الاول اكبدر مدن  .95

اكبدر الضلم الثالي في المثلي الثاني فال اوي المحصدورة  بدين الضدلعين المتسداويين فدي المثلدي الاول 

 من ال اوي المحصورة  بين الضلعين المتساويين في المثلي الثاني.

اىا سدداوت زاويتددان وضددلم مددن مثلددي زاويتددين وضددلم مندداظر مددن مثلددي اخددر علددى التددوالي فالضددلعان  .96

 الاخران وال اوية الثالثة في المثلي الاول تساوي الضلعين الاخرين وال اوية الثالثة في المثلي الثاني.

 تقيم مستقيمين وكانح ال اويتان المتبادلتان متساويتين يكون المستقيمان متوازيين.اىا قطم مس .97

اىا قطم مستقيم مستقيمين وكانح ال اوية الخارجية تساوي ال اوية الداخليدة والمقابلدة لهدا فدي نفدس  .94

اوي الجهة من القاطم, او كان مجموع ال اويتين الداخليتين الواقعتين على جهة واحدة مدن القداطم يسد

 قائمتين, يكون المستقيمان متوازيين.

اىا قطددم مسددتقيم مسددتقيمين متددوازيين فددان الدد اويتين الددداخليتين المتبددادلتين متسدداويتان وال اويددة  .92

الخارجية تساوي ال اوية الداخلية المقابلة لها وفي نفس الجهة مدن القداطم وكدذلك مجمدوع الد اويتين 

 القاطم يساوي قائمتين. الداخليتين الواقعتين على جهة واحدة من

 المستقيمان الموازيان لمستقيم واحد متوازيان. .32

 من نقطة معلومة يمكن رسم مستقيم يوازي مستقيما معلوما. .31

اىا مددد احددد اضدد ع مثلددي فال اويددة الخارجيددة تسدداوي مجمددوع الدد اويتين الددداخليتين المقددابلتين لهددا,  .39

 تين.ومجموع ال وايا الث ث للمثلي يساوي زاويتين قائم

 المستقيمان الواص ن بين نهايتي مستقيمين متساويين ومتوازيين يكونان متساويين ومتوازيين. .33

 تتساوى الاض ع المتقابلة وال وايا المتقابلة في متوازي الاض ع والقطر ينصف مساحتة. .34

 متوازيات الاض ع المحصورة بين مستقيمين متوازيين والمشتركة بالقاعدة ييساوى بالمساحة. .35

 متوازيات الاض ع التي تتساوى بالقاعدة والمحصورة بين المتوازيين نفسهما تتساوى مساحتهما. .36

 المثلثات المرسومة على القاعدة نفسها والمحصورة بين المتوازيين نفسهما تتساوى مساحتهما. .37

 .المثلثات المرسومة على قواعد متساوية والمحصورة بين المتوازيين نفسهما تتساوى مساحتهما .34

المثلثات المتساوية بالمساحة. والمرسومة على القاعدة نفسها وفي الجهة نفسها من القاعدة تنحصر  .32

 بين مستقيمات متوازية.

المثلثات المتساوية المساحة. والمرسومة على قواعد متساوية الواقعة في مستقيم واحد وفدي الجهدة  .42

 نفسها من المستقيم تنحصر بين مستقيمات متوازية.

لمثلي تساوي نصف مساحة متوازي الاض ع المشتري معه بالقاعدة والمحصدورة معده بدين مساحة ا .41

 المتوازيين نفسهما.

 كيفية رسم متوازي الاض ع داخل زاوية مساحته تساوي مساحة مثلي معلوم. .49

 في أي متوازي اض ع تكون متوازيات الاض ع المرسومة حول قطرل متساوية بالمساحة. .43
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الاض ع داخل زاوية معلومدة واحدد اضد عة يسداوي مسدتقيما معلومدا ومسداحته كيفية رسم متوازي  .44

 تساوي مساحة مثلي معلوم.

 معلومة مساحتها تساوي مساحة شكل مستوي.داخل زاوية  الأض عكيفية رسم متوازي  .45

 كيفية رسم مربم على مستقيم معلوم. .46

اوي مجمددوع مسدداحتي المددربعين فددي المثلددي القددائم ال اويددة, مسدداحة المربددم المنشددأ علددى الددوتر تسدد .47

 المنشأين على الضلعين القائمين.

اىا كانح مساحة المربم المنشأ على ضلم المثلي, تساوي مجموع مسداحتي المدربعين المنشدأين علدى  .44

 قائمة.  الآخرين, فال اوية المحصورة بين الضلعين الآخرينالضلعين 

 -بعض مواطن الضعف في نظام إقليدس:

ي لاقليدددس مددن الكلمددات الاوليددة حيددي ان اقليدددس يعددرف النقطددة بانهددا لا بعددد لهددا خلددو النظددام البددديه .1

والمسددتقيم هددو طددول بدددون عددرو أي اندده يعددرف الكلمددات بواسددطة كلمددات اخددرى اصددعب مددن الكلمددة 

 نفسها لذلك الانتقاد الذي وجهة للهندسة الاقليدية هو خلوها من الكلمات التقنية الاولية.

لم يشير اليها في نظامه لذلك سميح ببديهيات ضمنية وهي " بديهية البين,  استخدم اقليدس فرضيات .9

 بديهية باخ, بديهية الاستمرارية, وحدانية المستقيم, لانهائية المستقيم, بديهية الترتيب الخطي".

استعمل اقليدس كلمة يساوي ل شارة الى التطابق فكان يقول " تساوي مثلثين بينمدا الصدحيح تطدابق  .3

 ".مثلثين

اعتمد على الرسم لبرهان مبرهناتدة ولديس مجدرد توضديح للبرهدان واسدتنتج مدن الرسدم فرضديات لدم  .4

 يذكرها في نظامه.

ان نظام الهندسة عند اقليدس هو نظام غير كامل حيي يمكن اضافة بديهيات مستقلة الى النظام وبقان  .5

ة داخدل دائدرة ونقطدة خارجهدا النظام متناسق ونوضح ىلك بالفرضية التالية: "الخط الواصل بين نقطد

 يقطم الدائرة".

 بعض المبرهنات مم البرهان كما وضعها اقليدس:

 كيفية رسم مثلي متساوي الاض ع على مستقيم معلوم ومنته في الطول.  -:1مبرهنة 

 C                                                        مستقيم معلوم ومنته في الطول. ABالمفروو: 

                                              .ABم. ث. : رسم مثلي متساوي الاض ع على المستقيم 

 AB .[A3]ونصف قطرها  Aالبرهان: نرسم دائرة مرك ها 

 BA [A3]                                               B               Aونصف قطرها  Bنرسم دائرة مرك ها 
  الدائرتان متقاطعتان في النقطةC 

 C [A1]و Bونرسم مستقيم بين النقطتين  Cو Aنرسم مستقيم بين النقطتين 

  AC=AB ) أنصاف أقطار دائرة واحدة ) تعريف الدائرة 

BC=AB ) أنصاف أقطار دائرة واحدة ) تعريف الدائرة 
 AB=AC=BC  ( 1) مفاهيم عامة 
  المثليABC .متساوي الاض ع 

 الانتقاد:

تقاطم للدائرتين ولم يبرهن ىلك وكذلك لم يبرهن ان نقطة تقاطم الدائرتين افترو اقليدس وجود نقطة  .1

 .ABلا تقم على المستقيم 

 ين دون ان يشير إليه في البديهيات.استخدم مفهوم وحدانية المستقيم المرسوم بين نقطت .9

استخدم فرضية ضمنية وهي ان كل ث ث نقاط ليسح على استقامة واحدة تشكل مثلدي وهدذل الفرضدية  .3

 لا يمكن اثباتها او نفيها باستخدام البديهيات.

 كيفية رسم مستقيم من نقطة معلومة طوله يساوي طول مستقيم معلوم. -:9مبرهنة 

 نقطة معلومة. Aمعلوم, مستقيم  BCالمفروو: 

  A.                                    E           Cويمر من نقطة  BCم. ث.: رسم مستقيم طوله يساوي 

 B [A1]                                                 B        Dو  Aنرسم مستقيم بين النقطتين البرهان: 

 ن رسم مثلي متساوي الاض ع يمكDAB  ( 1) مبرهنة                                        A 

 BC [A3]                                                          Fونصف قطرها  Bنرسم دائرة مرك ها 
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 E [A2]                                                 Gفيقطم الدائرة في نقطة  DBنمد المستقيم 

 DE [A3]ونصف قطرها  Dنرسم دائرة مرك ها 

 G [A2]والدائرة الثانية في نقطة  Fفيقطم الدائرة الاولى في نقطة  DAنمد المستقيم 

 DE=DG أنصاف أقطار دائرة 

 ضلعين في مثلي متساوي الاض ع DB=DAوان 

 AG=BE  ( 3) مفاهيم عامة 

 BC=BE أنصاف أقطار دائرة 

 BC=AG  ( 1) مفاهيم عامة 

 .BCوطوله يساوي طول المستقيم  Aيمر من نقطة  AGالمستقيم 

 -الانتقاد:

يقطدم الددائرة ( وهدذل  أستخدم اقليدس الفرضية ) المستقيم الواصل بدين نقطدة داخدل دائدرة ونقطدة خارجهدا    

 الفرضية لا يمكن برهانها بالاعتماد على بديهيات اقليدس ولكن يمكن استنتاجها من الرسم.

اىا ساوى ضلعان وال اوية المحصورة بينهما من مثلدي ضدلعين وال اويدة المحصدورة بينهمدا مدن  -:4مبرهنة 

 احدهما نظائرها من الاخر.مثلي اخر. يتساوى المثلثان وتساوي ال وايا الباقية والضلم من 

DE=AB ,DF=AC ,ADمثلي اخر فيهما  DEFمثلي,  ABCالمفروو:   . 

DEF ,BC=EF ,EBF,C=المثلي ABCم. ث.: المثلي   . 

علدى  ABوالضدلم  Dيقدم علدى الدراس  Aبحيدي ان الدراس  DEFعلى المثلدي  ABCنضم المثلي البرهان: 

 DEالضلم 

 AB=DE )بالفرو ( 

  النقطةE  تنطبق على النقطةB 

AD  )بالفرو ( 

  الضلمAC  يقم على الضلمDF 

 DF=AC ) بالفرو ( 

  النقطةF  تنطبق على النقطةC 

 لنقطةE  تنطبق على النقطةB  و النقطةF  تنطبق على النقطةC 

  الضلمBC  ينطبق على الضلمEF 

 BC=EF ,EBF,C   

 DEF=المثلي ABCوالمثلي 

 -الانتقاد:

أستخدم اقليدس في برهانه طريقدة نقدل الاشدكال كطريقدة للبرهدان وهدذا غيدر صدحيح اى لا يمكدن دائمدا بقدان     

 الاشكال على حالها دون ان تتتير عند نقلها.

فددي المثلددي المتسدداوي السدداقين تتسدداوى زوايددا القاعدددة واىا مددد الضددلعان المتسدداويان فال اويتددان  -:5مبرهنددة 

 عدة تتساويان أيضا.الواقعتان تحح القا

  AB=ACمثلي فيه   ABCالمفروو: 

432,1م. ث.:    

 Dفي نقطة  BCبحيي يقطم المستقيم المنصف الضلم  Aالبرهان: ننصف ال اوية 

 A                                                                        فيهما: ABD ,ADCفي المثلثين 

AC=AB )بالفرو( 

 مشتري ADالضلم 

65   )5   6                                                                                )بالتنصيف 

21   (4) مبرهنة 

4231  ) 1           2                                                     ) زاوية مستقيمة 

43   (3) مفاهيم عامة                                                            C                             B 

 D    3          4                                                                                            -الانتقاد:
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 فرو ان منصف ال اوية يكون وحيدا من دون ان يذكر ىلك في نظامه أي انها فرضية ضمنية. .1

 فرو ان منصف ال اوية من مثلي يقطم الضلم المقابل له وهي ليسح ضمن فرضياته او براهينه. .9

 ما متساويان.اىا تساوت زاويتان في مثلي فالضلعان المقاب ن له -:6مبرهنة 

BCمثلي فيه  ABCالمفروو:    

 AC=ABم. ث.: 

 البرهان:

 AC   Aاكبر من  ABفانه اما يكون اكبر منه او اصتر منه وليكن  AC=ABاىا لم يكن 

  توجد نقطة مثلD  بحيي انAC=DB  ( 3) مبرهنة 

 C [A1]                                                                         Dو  Dنصل بين النقطتين 

  BDCو  ABCفي المثلثين 

BC ضلم مشتري 

AC=BD ) بالعمل ( 

BC   بالفرو                                                               C                                B                                                                      

  المثليABC المثلي=BDC  (4) مبرهنة 

 ACاصتر من  ABوبنفس الطريقة نثبح التناقض  BDCاكبر من المثلي   ABCوهذا لا يمكن لان المثلي 

 AC=AB 

 الانتقاد:

ولا يعتمد على احد فرضياته  BDCاكبر من المثلي  ABCمد على الرسم في م حظة كون المثلي اعت .1

 او مبرهناته.

او  ACاكبدر مدن  ABاو  AB=ACاعتمد اقليدس على فكرة التقسيم الث ثي لاطوال الاض ع أي امدا  .9

AB   اصتر منAC هنات.ولية او البديهيات او المبروهذل الفكرة ليسح ضمن المفاهيم الا 

 كيفية تنصيف زاوية مستوية. :2مبرهنة 

 زاوية BACالمفروو: 

 BACم. ث.: تنصيف زاوية 

 البرهان: 

 (3)مبرهنة  AE=ADبحيي ان  ACعلى الضلم  E, توجد نقطة مثل  ABنقطة على الضلم  Dلتكن 

 D [A1]                                      Bو  Eنصل بين النقطتين 

  يوجد مثلي متساوي الاض عDEF  ( 1) مبرهنة                                 D 

                         A [A1]و Fنصل بين النقطتين 

  AEF                                             F                         1          Aو  ADFفي المثلثين 

AE=AD  2                                                                                    بالعمل 

EF=DF ضلعين في مثلي متساوي الاض ع      

AF ضلم مشتري                                                                               E 

 ي المثلADF  المثلي =AEF  ( 4) مبرهنة                    C 

21    
 

 -الانتقاد:

و لدم يعطدي برهدان منطقدي لهدذل  Aيقدم داخدل زاويدة  AFاعتمد اقليدس على الرسم بتحديد كون المسدتقيم     

 الحالة.

 يم طوله منتهي(.كيفية تنصيف قطعة مستقيم ) مستق: 12مبرهنة 

 قطعة مستقيم ABالمفروو: 

 ABم. ث.: تنصيف قطعة المستقيم 

 (1)مبرهنة  ABC الأض عالبرهان: يوجد مثلي متساوي 

 D      Cفي النقطة  AB( بحيي يقطم هذا المنصف الضلم 2)مبرهنة  Cننصف ال اوية 

 BDCو  ADCفي المثلثين 
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BC=AC  2  1                                                الأض عضلعين في مثلي متساوي       

DC ضلم مشتري 

21   بالتنصيف 

  المثليADC  المثلي =BDC  ( 4) مبرهنة                             B             D             A 

 AD=BD 

 تقاد:الان

وهدذا لا يمكدن برهانده لا مدن خد ل  Dفدي نقطدة  ABيقطدم الضدلم  Cافترو اقليدس ان المنصدف ل اويدة     

أي انه استخدم بديهية البين في نظامده ولدم يشدر  Bو  Aتقم بين النقطتين  Dالرسم وكذلك افترو ان النقطة 

 اليها.

 الداخليتين المقابلتين لها.اكبر من ال اويتين  اىا مد احد اض ع مثلي فال اوية الخارجية تكون :16مبرهنة 

 Dالى النقطة  BCمثلي وقد مد الضلم  ABCالمفروو: 

13م. ث.:     23و   

 (12)مبرهنة  ACمنتصف  Eالبرهان: لتكن 

 B [A1]و  Eنصل بين النقطتين 

 F                     A         (3) مبرهنة  BE=EFبحيي  F [A2]الى  BEنمد قطعة المستقيم 

             C [A1]و  Fنصل بين النقطتين 

  E    1                                                                    فيهما: EABو  EFCفي المثلثين 

AE=EC ,BE=EF )5       6  4                                                                  ) بالعمل 

65    2                       3                                            (15)زاويتان راسيتان ( )مبرهنة 

  المثليEFC المثلي =EAB  (4) مبرهنة                      D 

14    (4) مبرهنة                                                                              C                   B 

43و لكن    

13   

 G [A2]                                      Gالى  ACوبنفس الطريقة نمد المستقيم 

BCGACDو  BCو أىا نصفنا     (15) مبرهنة 

  23من الممكن برهان ان   

 الانتقاد:

هدددي اصدددتر مدددن  ACFومنددده يسدددتنتج بدددان  ACDتقدددم فدددي داخدددل  Fالنقطدددة  إنلدددم يبدددرهن  .1

ACD. 

في البديهية الثانية على انه يمكن مد قطعة مستقيم من جهتيها الى غير حد. ان هدذا لا  إقليدسلقد ىكر  .9

م حينمدا ميد  1454عدام  إلدىطدة قهدذل الن إقليددس أهمدلطدول المسدتقيم غيدر منتده. لقدد  أن إلدىيؤدي 

كدان  إقليددس أنوبين المستقيم الذي يكون طوله منته. في حين محددا ريمان بين المستقيم الذي يكون 

 يستخدم هذل المصطلحات بصورة متساوية مثل غير محدود هو مفهوم امتداد.

 

 

 

 إقليدستقويم هندسة 

 الهندسة أسس

لقدد قدم عالم الرياضيات الألماني دافيدد هلبدرت نظامدا بدديهيا متكدام  الدذي منده نسدتنتج الهندسدة الاقليديدة.     

صحح الاخطان والعيوب التي رافقح اعمال اقليدس. نبدا نظامنا هذا بكلمات اولية تقنية تددعى نقداط التدي يرمد  

 .… ,l, m, nوالمستقيمات يرم  لها بالرم   .… ,A, B, Cلها بالرم  

 بديهيات الوقوع والوجود: -1

 يحتويهما.لكل نقطتين مختلفتين معلومتين, يوجد مستقيم واحد فقط   :1بديهية 

 : كل مستقيم يحتوي على نقطتين في الاقل. 9بديهية 

 : لكل مستقيم معلوم, توجد في الاقل نقطة واحدة لاتنتمي اليه. 3بديهية 
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 : يوجد في الاقل مستقيم واحد. 4بديهية  

 تكون المجموعتان متساويتان اىا وفقط اىا احتوتا بالضبط على نفس العناصر. تعريف:

 في الاقل ث ث نقاط مختلفة في النظام. توجد :1مبرهنة 

 المفروو: نظام اقليدس ) المعدل (

 م. ث. : يوجد على الاقل ث ث نقاط مختلفة.

 ( 4) بديهية  lالبرهان: يوجد مستقيم مثل 

  المستقيمl  يحتوي على نقطتين مثلA  وB  ( 9) بديهية 

 ( 3) بديهية  lلا تنتمي الى  Cتوجد نقطة مثل 

  يوجد على الاقل ث ث نقاط مختلفةA, B, C. 

 أي مستقيمين مختلفين يشتركان في نقطة واحدة على الاكثر. :9مبرهنة 

 مستقيمين مختلفين. mو  lالمفروو: 

 يشتركان في نقطة واحدة على الاكثر.  mو  lم. ث.: 

 A, Bي نقطتين مثل يشتركان ف mو  lالبرهان: نفرو ان 

 1ولكن هذا يناقض بديهية 

 l  وm .يشتركان في نقطة واحدة على الاكثر 

 تمارين:

 برهن على ان لكل نقطة يوجد في الاقل مستقيمان يمران بها. .1

 برهن على انه يوجد في الاقل مستقيم واحد لا يمو من نقطة معلومة. .9

 s of OrderAxiomبديهيات الترتيب:  -9

 .A-B-C" بالرم  Cو  Aتقم بين  B"بين" هي كلمة اولية تقنية. ويرم  للعبارة " قاعدة لتوية: 

 مجموعة بديهيات:

 .C-B-Aاىا وفقط اىا  A-B-C: 5بديهية 

 مختلفة و تقم على مستقيم واحد. A, B, Cفان النقاط  A-B-C: اىا كانح  6بديهية 

 ث نقاط مختلفة وتقم على مستقيم واحد, فان واحدة فقط مما يلي تتحقق:أي ث  A, B, Cاىا كان : 7بديهية 

BACBCACBA  

وبدنفس الطريقدة بالنسدبة  A-B-C ,A-B-D ,A-C-D ,B-C-Dهدو مختصدر الدى  A-B-C-Dالرم   رم :

 لاكثر من اربم نقاط.

فان واحد فقط مما يلدي  A-B-Cان اربم نقاط مختلفة وعلى مستقيم واحد و A, B, C, D: اىا كانح 4بديهية 

 يتحقق:

CBADCBDACDBADCBA  

 أي نقطتين فان: Bو  A: اىا كانح 2بديهية 

 .A-B-Cبحيي ان  Cتوجد نقطة مثل  - أ

 .A-D-Bبحيي ان  Dتوجد نقطة مثل  - ب

 .E-A-Bبحيي ان  Eتوجد نقطة مثل  - ت

 :3مبرهنة 

 لى مستقيم واحد.مختلفة وع A, B, C, Dفان النقاط  A-B-C ,A-C-Dاىا كان  (1

 مختلفة وعلى مستقيم واحد. A, B, C, Dفان النقاط  A-B-D ,B-C-Dاىا كان  (9

 مختلفة وعلى مستقيم واحد. A, B, C, Dفان النقاط  A-B-C ,B-C-Dاىا كان  (3

 البرهان:

1 ) A-B-C  فان النقاط ,A, B, C  (6مختلفة وعلى مستقيم واحد ) بديهية 

 ( 6مختلفة وعلى مستقيم واحد) بديهية  A, C, D, فان النقاط A-C-D وكذلك

 B=Dاىا كان 

 .  A-C-Dو بما ان 

 A-C-B 

 A-B-Cو لكن 
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 7و هذا يناقض بديهية 

 تكون مختلفة. A, B, C, Dلذلك النقاط 

 A  وC .نقطتين مختلفتين 

  يوجد مستقيم واحد فقط يحتوي النقطتينA  وC  ( 1) بديهية 

  B  وD  تقعان على المستقيمAC 

 A, B, C, D  .تقم على مستقيم واحد 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 البديهية الخامسة لاقليدس

ا قطددم مسددتقيمان بمسددتقيم ثالددي بحيددي كددان مجمددوع الدد اويتين الددداخليتين اى -البديهيددة الخامسددة لاقليدددس :

الواقعتين على جهه واحدة من القداطم اقدل مدن قدائمتين, فدان المسدتقيمان, اىا مددا بتيدر حدد, يت قيدان فدي تلدك 

 الجهة من القاطم التي يكون فيها مجموع ال اويتين اقل من قائمتين. 

 بعض مكافئات البديهية الخامسة

 معلوم يمكن رسم موازي واحد فقط للمستقيم المعلوم.بديهية بليفير: من نقطة لا تقم على مستقيم  .1

اىا قطددم مسددتقيم مسددتقيمين متددوازيين فددان الدد اويتين الددداخليتين المتبددادلتين متسدداويتان وال اويددة  .9

وع الد اويتين الخارجية تساوي ال اوية الداخلية المقابلة لها وفي نفس الجهة مدن القداطم وكدذلك مجمد

 (.92الداخليتين الواقعتين على جهة واحدة من القاطم يساوي قائمتين ) مبرهنة 
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 مجموع زوايا المثلي يساوي زاويتين قائمتين. .3

 ال اوية الخارجية في المثلي تساوي مجموع ال اويتين الداخليتين المقابلتين لها. .4

 يوجد زوج من المثلثات المتشابهة. .5

 ستقيمين متوازيين فانه يقطم الأخر.اىا قطم مستقيم احد م .6

 المسافة العمودية بين مستقيمين متوازيين تكون ثابتة. .7

 يوجد زوج من المستقيمات التي تكون المسافة بينهما ثابتة. .4

 اىا كان مجموع زوايا أي مثلي مقدارا ثابتا فان هذا المجموع يساوي زاويتين قائمتين. .2

 ئم فال اوية الرابعة تكون قائمة ايضا.اىا كانح ث ث زوايا في شكل رباعي قوا .12

 المستقيمان الموازيان لمستقيم معلوم يكونان متوازيين. .11

 لاي ث ث نقاط لا تقم على مستقيم واحد توجد دائرة تمر من هذل النقاط. .19

 و الان سنبين تكافؤ بديهية بليفير مم البديهية الخامسة:

 بديهية الخامسة صحيحة.نفرو اولا بديهية بليفير صحيحة, يجب ان نبرهن ال

 و BSTبطريقدة بحيدي ان مجمدوع الد اويتين  STمستقيمين وقد قطعهما القداطم  CDو  ABليكن  البرهان:

DTS اصتر من قائمتين 

 يساوي زاويتين قائمتين DTSو  RSTبحيي ان مجموع ال اويتين  Sخطا يمر من النقطة  QRليكن 
  المستقيمانQR  وCD  ( 94متوازيان ) مبرهنة 

  المستقيمانQR  وAB مختلفان 
 : يوجد موازي واحد فقط للمستقيم  -من بديهية بليفيرCD  منS 
 AB  يقطمCD 

 Dو  Bويتقاطعان هذان المستقيمان في جهه 

ابلة, سيتكون لدينا مثلي مجمدوع زوايدال اكبدر مدن زاويتدين قدائمتين ) وهدذا ينداقض واىا تقاطعا في الجهه المق

 ( 39مبرهنة 

                                                                                                  A 

                            R                         S                                       Q 

 

 

                      B 

 

                                                                         

                                                                            T 

                         D                                                                         C 

 

 ومن اجل اثبات العكس

 ان البديهية الخامسة صحيحة ونبرهن بديهية بليفير نفرو 

 Mمن نقطة  CDموازيان للمستقيم  EFو  ABتفرو بان 

 ويصنم زاويتين مجموعهما قائمتين CDويقطم  Mيمر من  HMأي المستقيم 
   كل منMHCAMH    وMHCEMH   قائمتين 

 وهذا تناقض
  المستقيم يجب ان ينطبقAB  على المستقيمEF وهو المطلوب 

                                                                                                  A 

                            F                         M                                       E 

 

 

                      B 
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                                                                             H 

                         D                                                                         C 

 

 محاولات لبرهنة البديهية الخامسة او احدى مكافئاتها:

نها كانح تعتمد على لقد جرت محاولات لبرهنة البديهية الخامسة, غير ان هذل المحاولات قد بانت بالفشل لا   

 مكافئاتها.

 وفيما يلي بعض من هذل المحاولات:

 PTOLEMYبطليموس     -1

ان اول محاولة لبرهنة بديهية التوازي لاقليدس كانح من قيل العالم الفلكي بطليموس الذي عدا  فدي القدرن    

بدددون اسددتخدام بديهيددة  92الثدداني للمددي د فددي مدينددة الاسددكندرية. حيددي حدداول بطليمددوس اولا برهددان نظريددة 

 وكما يلي: 92التوازي ومن استنتاج بديهية التوازي من نظرية 

 -:92نظرية 

اىا قطم مسدتقيم مسدتقيمين متدوازيين فدان الد اويتين الدداخليتين المتبدادلتين متسداويتان وال اويدة الخارجيدة    

جمددوع الدد اويتين الددداخليتين تسدداوي ال اويددة الداخليددة المقابلددة لهددا وفددي نفددس الجهددة مددن القدداطم وكددذلك م

 الواقعتين على جهة واحدة من القاطم يساوي قائمتين.

 على الترتيب. Yو  Xفي النقطتين  EFمستقيمين متوازيين وقد قطعهما القاطم   CDو   ABالمفروو: 

21( 1المطلوب أثباته: )    43و                                         E 

 (9 )25    46و                                                             5       6 

(3 )18032,18041                           B                                                 A 

 X 3        1ان:                                                                                         البره

 واحدة من القاطم لا يختلف عن بما ان امتداد المتوازيين في جهه 

 امتدادهما في الجهة الاخرى من القاطم ) فرضية بطليموس (

 4         2اقل من قائمتين                                  2,3يتين ( اىا كان مجموع ال اويتين الداخل1)

 D                                            Cيكون ايضا اقل من           4,1فان مجموع ال اويتين الداخليتين 

 Y                      قائمتين ) حسب فرضية بطليموس (                                                  

 360اقل من  4,3,2,1اىن مجموع ال وايا الداخلية 

 F) زاويتين مستقيمتين (          360يساوي  4,3,2,1وهذا غير ممكن لان مجموع ال وايا الداخلية 

كدون ي 4,1اكبر مدن قدائمتين فدان مجمدوع الد اويتين الدداخليتين  2,3( اىا كان مجموع ال اويتين الداخليتين 9)

 ايضا اكبر من قائمتين ) حسب فرضية بطليموس (                                                                    

 360اكبر من  4,3,2,1اىن مجموع ال وايا الداخلية 

 ) زاويتين مستقيمتين (  360يساوي  4,3,2,1وهذا غير ممكن ايضا لان مجموع ال وايا الداخلية 

 يساوي قائمتين 3,2ان يكون مجموع ال اويتين الداخليتين  اىن يجب

18032,18041 أي ان       

18031بما ان    ) زاوية مستقيمة ( 

3231اىن    3وبطرث  21من الطرفين ينتج ان   

43ان  وبنفس الطريقة نبرهن   

18035وكذلك بما ان    ) زاوية مستقيمة ( 

3235اىن    3وبطرث  25من الطرفين ينتج ان   

46وبنفس الطريقة نبرهن ان    

 

 الانتقاد:

على ان ) امتدداد المتدوازيين فدي جهدة واحددة مدن القداطم لا يختلدف  92س في برهانه لنظرية اعتمد بطليمو   

عن امتدادهما في الجهة الاخرى من القاطم ( وهذا هو تعبير اخدر لبديهيدة بليفيدر الدذي نصدها هدو ) مدن نقطدة 
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بديهيدة ) بديهيدة  خارج مستقيم معلوم يمكن رسم موازي واحد فقط لذلك المستقيم ( أي ان بطليموس قد فرو

 بليفير ( تكافين بديهية التوازي من حيي لا يعلم بذلك وبهذا يكون بطليموس قد افترو ما يجب برهانه.

 :92الان نبرهن بديهية التوازي لاقليدس باستخدام نظرية 

 

 بديهية التوازي لاقليدس:

لددواقعتين علددى جهدده واحدددة مددن اىا قطددم مسددتقيمان بمسددتقيم ثالددي بحيددي كددان مجمددوع الدد اويتين الددداخليتين ا

القاطم اقل من قائمتين, فان المستقيمان, اىا مدا بتير حد, يت قيان في تلك الجهدة مدن القداطم التدي يكدون فيهدا 

 مجموع ال اويتين اقل من قائمتين.

 CD                    E                                  Aو  ABيقطم المستقيمين  EFالمفروو: المستقيم 

18021على الترتيب بحيي  Y,Xفي النقطتين                      X 

 CD                B                      1و  ABالمطلوب اثباته: المستقيمان 

                                                                D و Bيت قيان من جهة 

 مت قيان  CDو  ABىا لم يكن المستقيمان البرهان: ا

 D                    2                                 Cفانهما متوازيان                                                  

18021اىن     (                                                      92) نظرية   Y 

18021وهذا خ ف الفرو لان                                                           F 

 يجب ان يت قيان CD و ABاىن المستقيمين 

لاصبح لدينا مثلي فيده زاويتدين مجموعهمدا اكبدر مدن  C,Aمت قيان من جهة  CDو  ABلو كان المستقيمان 

 17ا يناقض نظرية زاويتين قائمتين وهذ

 D,Bيت قيان من جهة  CDو  ABاىن المستقيمان 

 

 محولة عمر الخيام: -9

حاول عمدر الخيدام ان يبدرهن ) اىا احتدوى الشدكل الربداعي علدى ثد ث زوايدا قدوائم فدان ال اويدة الرابعدة تكدون 

 قائمة ايضا(

 BC        C                                     Dو  ADقطعة مستقيم وان  ABلتكن رباعي الخيام : 

CBDAبحيي ان  ABعمودان على    ثم نصلCD   

ABCBADفيه  ABCDفيتكون لدينا شكل رباعي    

CBDAقوائم   ويسمى هذا الشكل الرباعي ) برباعي 

 B                                 A       الذي يصل بين ال اويتين ABالخيام( وكذلك يسمى الضلم 

الذي يقابدل القاعددة ) بالسدمح( والضدلعين المتسداويين  DCالقائمتين ) بالقاعدة( ويسمى الضلم 

AD  وBC  يسميان ) بساقي رباعي الخيام( وال اويتينBCD  وADC  المقابلتين الى زاويتدي

 القاعدة يسميان ) ب اويتي السمح(

الخيام من قبل الترب ) برباعي ساكيري ( نسدبتا الدى العدالم الايطدالي سداكيري يطلق على رباعي 

(SACCHERI.ولكن الخيام احق بهذل التسمية لانه سبق ساكيري بما ي يد عن ستمائة سنة ) 

 

 الان نتطرق الى برهان عمر الخيام والذي كان حسب التسلسل الاتي:

 رباعي الخيام متساويتان(اولا: برهن عمر الخيام ان ) زاويتي السمح في 

 رباعي الخيام ABCDالمفروو: 

BCDADCالمطلوب اثباتة:                                       C                            D 

 ACو  BDالبرهان: نصل 

 فيهما: ABDو  ABCالمثلثين 

ABCBADفيه    , قوائمCBDA  ساقي رباعي 
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 مشتري ABالخيام, 

 B                              A) لتساوي ضلعين            ABDو  ABCاىن يتطابق المثلثان 

 وال اوية المحصورة بينهما(                                                     

DBAومن التطايق ينتج ان  C ى الاج ان المتناظرة في الاشكال المتطابقة() تتساو 

 فيهما  BDCو ADCالمثلثين 

DBAفيه  C ,بالبرهانCBDA   ,ساقي رباعي الخيامCD مشتري 

 ) لتساوي ث ثة اض ع ( BDCو  ADCاىن يتطابق المثلثان 

BCDADCومن التطابق ينتج بان    تساوى الاج ان المتناظرة في الاشكال المتطابقة()ت 

ثانيا: برهن عمر الخيام ان ) المستقيم الواصل بين منتصفي القاعددة والسدمح فدي ربداعي الخيدام 

 يكون عموديا عليهما(

 منتصف السدمح Y, النقطة ABمنتصف القاعدة  Xرباعي الخيام, النقطة  ABCDالمفروو: 

CD. 

CDXYAB,XYالمطلوب اثباتة:  . 

 CX  ,DXالبرهان: نصل 

 فيهما: ADX,BCXالمثلثين 

CBXDAXفيددددده    , قدددددوائمCBDA   ,سددددداقي ربددددداعي الخيدددددامXBXA  

 بالتنصيف

 )لتساوي ضلعين وال اوية المحصورة بينهما ( ADX ,BCXاىن يتطابق المثلثين 

XCCD2,1نددتج ان ومددن التطددابق ي   تتسدداوى الاجدد ان المتندداظرة فددي الاشددكال (

 المتطابقة(

 فيهما DXY ,CXYالمثلثين 

XCCD   ,بالبرهانCYY D  ,بالتنصيفXY مشتري 

 )لتساوي ث ثة اض ع( DXY  ,CXYاىن يتطابق المثلثان 

6ومن التطابق ينتج بان    ) تتساوى الاج ان المتناظرة في الاشكال المتطابقة( 54,3

18043بما ان                  )زاوية مستقيمة (C                Y                  D 

43اىن كل من     زاوية قائمة  ,

 CDXY                                                    4      3هذا يعني ان 

652,1بما ان                                          5      6بالبرهان 

6251ىن                                                   2              1 

51AXY6,2BXYلكن    

AXYBXYاىن                                         B                X                  A 

180AXYBXYبما ان    زاوية مستقيمة 

AXYBXYاىن كل من    زاوية قائمة ,

 BAXYهذا يعني ان 

 ث ث زوايا قوائم  فيهوالذي  XBCYعد ىلك اخذ عمر الخيام الشكل الرباعي ثالثا :  ب

180CXYBXYبما ان    زاويتين قائمتين 

 (94) نظرية  CDيوازي المستقيم  ABاىن المستقيم 

CBYXبما ان   (المسافة العمودية بين مستقيمين متوازيين تكون ثابتة) 

 اعي الخيامرب XBCYاىن 
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BCYXYCبما ان    زاويتي السمح في رباعي الخيام متساويتان 

 قائمة XYCوكذلك 

 قائمة BCYاىن 

 الانتقاد: 

) اىا احتددوى الشددكل ان الخلددل فددي برهددان عمددر الخيددام لأحدددى مكافئددات بديهيددة التددوازي لاقليدددس 

ى ث ث زوايا قوائم فان ال اويدة الرابعدة تكدون قائمدة ايضدا( هدو اعتمدادل علدى بديهيدة تكدافئ أيضدا الرباعي عل

 (المسافة العمودية بين مستقيمين متوازيين تكون ثابتة)بديهية التوازي لاقليدس والتي هي 
 :1مبرهنة 

عمدودين  مجموع زوايا المثلي يساوي مجموع زاويتي السدمح لربداعي الخيدام الناشدئ مدن أند ال

 من نهايتي احد أض عه على المستقيم الواصل بين منتصفي الضلعين الآخرين.

على الترتيدب ثدم وصدل  X,Yفي النقطتين  AB, ACمثلي وقد نصف ضلعال  ABCالمفروو: 

XY  ومد على استقامته من جهتيه وان لCD, BE  عمودين على امتدادXY. 

 اوي مجموع زاويتي السمح.يس ABCالمطلوب اثباته: مجموع زوايا المثلي 

 A                البرهان:                                                                    

 (               19) نظرية  EDعمودي على  APنرسم  Aمن نقطة 

 5   3                   قوائم                                      ,21اىن كل من 

 D        Y                    X        E(         96متطابقين ) نظرية  CDY, APYالمثلثين 

DCPA4,3ومن التطابق ينتج   

 P                 2               1) تتساوى الأج ان المتناظرة في الأشكال المتطابقة(        

 6                                    4(    96متطابقين ) نظرية  BEX, APXلمثلثين وكذلك ا

EBPA6,5ومن التطابق ينتج   

 C                                             B) تتساوى الأج ان المتناظرة في الأشكال المتطابقة(  

EBDCاىن   

 BC  وسمته DEرباعي الخيام قاعدته  BCDEالشكل 

BCDEBCCABBCAABCيجب ان نبرهن الان    

6EBCABC4,BCDBCA5,3CABبما ان    

 ) الكل اكبر من الج ن ويساوي مجموع الاج ان(

534BCD-6EBC-CABBCAABC   

,4بما ان     بالبرهان 365

BCDEBC-533BCD-5EBC-CABBCAABC   

 يساوي مجموع زاويتي السمح. ABCالمثلي  اىن مجموع زوايا

 

 م(1974-1921نصير الدين الطوسي  )  -3

حاول نصدير الددين الطوسدي ان يبدرهن علدى ان ) مجمدوع زاويتدي السدمح فدي ربداعي الخيدام     

يساوي زاويتين قائمتين ( ومن المبرهنة السابقة ) مجموع زوايا المثلي يساوي مجموع زاويتدي 

لخيام ( نسدتنتج ان ) مجمدوع زوايدا المثلدي يسداوي زاويتدين قدائمتين ( ولكدن السمح في رباعي ا

 قبل ان يبرهن وضم الفرضية الاتية:

الدد   B1B2, XY, A1A2 ,..…بحيددي كانددح الاعمدددة  AB, CDاىا رسددم المسددتقيمان 

وبالتددالي تصددنم زوايددا  Cزوايددا حددادة مددن جهددة  CDتصددنم مددم  ABالددى  CDالمرسددومة مددن 
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 ويتقاربدان مدن جهدة  B, Dيتباعدان من جهدة  CD, AB. فان المستقيمان Dة منفرجة من جه

A, C  وبذلك تقصر الاعمدة من جهة ال وايا الحادة وتطدول مدن جهدة ال وايدا المنفرجدة والعكدس

 D                              X                  B1                                          صحيح كذلك.

 B1-B2<X-Y<A1-A2                          A1                                           C أي ان 

    

 وضم الطوسي هذل الفرضيةوبعد ان 

           A2                    Y            B2                         وسلم بها دون برهان اتخذ الشكل 

 B                                                        A          لخيام ( ) رباعي ا ABCDالرباعي  

 ABوقاعدته  CDالذي سمته 

 رباعي الخيام. ABCDالمفروو: 

  المطلوب اثباته: مجموع زاويتي السمح يساوي زاويتين قائمتين 

 .ADC+<BCD=180>أي ان 

 C                              D                                                                  البرهان:

 قائمة  BCD>اىا لم تكن 

 فهنالك احتمالان اما ان تكون حادة او منفرجة

 B                             Aحادة                                                   BCD>اىا كانح 

 ABاعمدة على  BC, ADبما ان 

 Cحسب فرضية الطوسي                            A-D<B-Cاىن 

 Dساقي رباعي الخيام                حادة                     A-D=B-Cوهذا غير ممكن لان 

 لا يمكن ان تكون حادة BCD>اىن 

 منفرجة  BCD>اما اىا كانح 

 AB                                    B                             Aاعمدة على  BC, ADبما ان 

 Dحسب فرضية الطوسي                                                            A-D>B-Cاىن 

                                 Cساقي رباعي الخيام           A-D=B-Cوهذا غير ممكن لان 

 منفرجة                            لا يمكن ان تكون منفرجة         BCD>اىن 

 يجب ان تكون قائمة BCD>اىن 

 B                             Aقائمة                                         ADC>وبنفس الطريقة 

 اىن مجموع زاويتي السمح في رباعي الخيام يساوي قائمتين

 -الانتقاد:

 هو لم يبرهن الفرضية التي اعتمد عليها في برهانه.سي ان الخلل في برهان نصير الدين الطو

 

 

 مSaccheri        (1667- 1733)ساكيري:         -4

حاول جيرو لامو ساكيري ان يبرهن ) مجموع زاويتي السمح في رباعي الخيام يسداوي مجمدوع 

وسددي, زاويتدين قددائمتين (. حيددي كانددح طريقتده فددي البرهددان تختلددف عدن طريقددة نصددير الدددين الط

حيي استخدم طريقة التناقض في البرهان ) افترو مجموع زاويتي السمح فدي ربداعي الخيدام لا 

 يساوي زاويتين قائمتين والوصول  الى تناقض منطقي استنتاجي( فهنالك احتمالين هما:

 كان مجموع زاويتي السمح في رباعي الخيام اكبر من قائمتين. أىا: الأولالاحتمال 

 .نمتساويتيلسمح في رباعي الخيام بما ان زاويتي ا
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 اىن كل زاوية من زاويتي السمح تكون منفرجة.

 وقبل الوصول الى التناقض توصل الى عدة نتائج غريبة ومنها ما يلي:

 من السمح. أطولالقاعدة  -1

 مجموع زوايا المثلي تكون دائما اكبر من قائمتين. -9

 منفرجة. ال اوية المحيطية المرسومة في نصف دائرة تكون دائما -3

 كان مجموع زاويتي السمح في رباعي الخيام اقل من قائمتين. أىاالاحتمال الثاني: 

 .نمتساويتيبما ان زاويتي السمح في رباعي الخيام 

 اىن كل زاوية من زاويتي السمح تكون حادة.

 وكذلك قبل الوصول الى التناقض توصل الى عدة نتائج غريبة ومنها ما يلي:

 قاعدة.من ال أطولالسمح  -1

 مجموع زوايا المثلي تكون دائما اقل من قائمتين. -9

 ال اوية المحيطية المرسومة في نصف دائرة تكون دائما حادة. -3

 مستقيمين موازيين لذلك المستقيم. الأقلمن نقطة خارج مستقيم يمكن رسم على  -4

 ليس من الضروري ان يكون لكل خطين متوازيين عمود مشتري دائما. -5

بمستقيم ثالي بحيي كان مجمدوع الد اويتين الدداخليتين الدواقعتين علدى اىا قطم مستقيمان  -6

مدا مدن تلدك  أىايلتقيا  أنليس من الضروري  فأنةجهة واحدة من القاطم اقل من قائمتين, 

 .أحيانايكونان متوازيان  أنهماالجهة, أي 

ى تنداقض منطقدي ولقد بلتح براهين ساكيري ) في ك  الحالتين ( ىروة القمة ولكنة لم يتوصدل الد

 استنتاجي.

 

بعد هذل المحاولات من جهود العلمان بدن الرياضيون يشكون في أمكانية برهدان بديهيدة التدوازي 

م ( و 1462 -1429لإقليددس ولدم تحددل هدذل المشددكلة الا بعدد ان قدام العالمددان بوليدا الهنكدداري ) 

دة تسدتند الدى نقديض م( كل على حددة ببندان هندسدة جديد1456 -1723لوبا جيفسكي الروسي ) 

سددميح هددذل الهندسددة البديهيددة الخامسددة ) بديهيددة التددوازي ( مددم بقددان بددديهيات اقليدددس سددارية 

بالهندسة ال اقليدية وهذل الهندسة تتكون من قسمين باعتبدار وجدود نقيضدين لبديهيدة التدوازي ) 

 او مكافئاتها (:

 النقيض الاول:

من نقطة خارجة عنه ( وهذا الافتراو ادى الى بندان ) وجود اكثر من مواز واحد لمستقيم معلوم 

وفدي هدذل الهندسدة  ( Hyperbolic geometry)هندسة جديدة سميح ) بالهندسة الهذلوليدة ( 

خواص تختلف عن الهندسة الاقليدية منها مجموع زوايا المثلي اقل من قائمتين, مسداحه المثلدي 

 يوجددد تشددابة بددين المثلثددات او المضددلعات تتناسددب مددم نقصددان مجمددوع ال وايددا عددن القددائمتين, لا

 وغير ىلك.

 النقيض الثاني:

) لا يمكن رسم أي مواز لمستقيم معلوم من نقطة خارجة عنه ( يعني عددم وجدود التدوازي أي ان 

الدددى بنددان هندسددة جديددددة سددميح ) بالهندسدددة  أدىجميددم المسددتقيمات تتقددداطم وهددذا الافتددراو 

ويمكن تمثيل هذل الهندسة على سدطح كدرة واعتبدار  ( Eilliptic Geometry )  الاهليليجية ( 

المستقيمات اج ان مدن دوائدر عظمدى وفدي هدذل الهندسدة خدواص تختلدف عدن الهندسدة الاقليديدة 

مدن قدائمتين, مسداحة المثلدي تتناسدب مدم زيدادة مجمدوع ال وايدا  أكثدرمنها مجموع زوايا المثلي 

 او المضلعات وغير ىلك.بين المثلثات  تشابهعن القائمتين, لا يوجد 
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م برهن العالم الايطالي لبلترامي عن عدم التناقض مدا بدين هدذل الهندسدات او مدا 1464وفي عام 

اسددتنتاج هددذل  أمكددانبينهددا وبددين الهندسددة الاقليديددة وبددذلك انتهددح مشددكلة التددوازي وثبددح عدددم 

 .الأخرىالبديهية من البديهيات 

 الهندسة ال أقليدية

 وعين مختلفين لهندسات لااقليدية هما:الان سنتطرق الى ن

 Hyperbolic Geometryاولا: الهندسة الهذلولية ) ال ائدية ( 

الهندسددة الهذلوليددة هددي احدددى الهندسددات ال اقليديددة والتددي عمددل علددى بنائهددا وتطويرهددا كدد  مددن 

م( وىلدك باخدذ 1432 -1492العالمين جون بوليا الهنكاري ولوبدا جفسدكي الروسدي فدي حددود )

نقيض بديهية بليفير ) أحددى مكافئدات بديهيدة التدوازي لاقليددس ( والدذي هدو ) مدن نقطدة لا تقدم 

 على خط معلوم, يمكن رسم اكثر من مواز واحد لذلك الخط المعلوم (.

وبهددذا اصددبحح الهندسددة الهذلوليددة نظددام بددديهي يعتمددد علددى البددديهيات الاربعددة الاولددى لاقليدددس 

تندداقض بديهيددة التددوازي لاقليدددس والتددي سددميح بالبديهيددة المميدد ة بالاضددافة الددى بديهيددة اخددرى 

 للهندسة الهذلولية او بديهية التوازي الهذلولية.

 Hyperbolic Parallel Postulate  (HPP)بديهية التوازي الهذلولية 

 بحيدي PSو  PR, فانه يوجد شعاعين فقط وليكن  mنقطة ما لا تقم على خط معلوم  Pاىا كانح 

 ان:

1- PS, PR                                             .شعاعين غير متعاكسين 

9- PS, PR  لايقطعانm                                                             .P 

 يقم  PQاىا وفقط اىا كان  mيقطم  PQأي شعاع  -3

           .                                         PR, PSبين 

 HPP     S                                         Rفي البديهية  PR, PSوان أي من الشعاعين 

 .Pمن النقطة  mيسمى موازي الى الخط 

                                                                                                                     m 

 مثيل الهندسة الهذلولية:ت

باستخدام المفاهيم والمصدطلحات الاقليديدة, سدنذكر نمدوىج يعبدر لترو تمثيل الهندسة الهذلولية 

 عن نوع من التوازي:

 Klein Modelنموىج ك ين 

      r                         Bونصف قطرها  Pليكن لدينا دائرة مرك ها النقطة 

  موعة كل النقاط التي تقم داخل الدائرةهو مج المستوي الهذلولي -1

 PA<r                            .r     P      Cبحيي ان  Aأي هو مجموعة كل النقاط 

 Aنقطتين على محيط                     Cو Bوتر في دائرة, حيي  BCاىا كان  -9

 ه , فان الوتر الذي لا يحوي طرفية يسمى وتر مفتوث, ويرم  لالدائرة

 والذي يمثل الخط في الهندسة الهذلولية. BCبالرم  

قطعددة المسددتقيم فددي الهندسددة الهذلوليددة هددي قطعددة المسددتقيم الواصددلة بددين نقطتددين فددي داخددل  -3

 .PAالدائرة مثل 

النقاط التي تقم داخل الدائرة تسمى بالنقاط العادية والتي تقم في محيط الدائرة تسدمى بالنقداط  -4

 تقم خارج الدائرة تسمى بالنقاط فوق المثالية.المثالية والتي 
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ان كل نقطتين ) عاديتين , مثاليتين , عادية ومثالية , عادية وفوق مثالية ,مثالية وفدوق مثاليدة ( 

يوجد خط واحد فقط يحتويهما ولكن ليس من الضروري ان لكل نقطتين فدوق مثداليتين يوجدد خدط 

   فوق مثالية                                           .                              يحتويهما

 مثالية                                                                   

          

 مثالية         فوق مثالية                                                                                        

                                                                      

 مثالية           عادية                                                            

 

 فوق مثالية                                    

دية او مثالية او فوق مثاليدة, معتمددا الان نستطيم القول ان أي خطين لك ين يلتقيان في نقطة عا

 او متوازية انفراجيا على التوالي.على انه اىا كانح تلك الخطوط متقاطعة او متوازية تقاربيا 

اىا كددان الخطددان متوازيددان حددديا فانهمددا يتقاطعددان فددي نقطددة مثاليددة امددا اىا كددان الخطددان غيددر  -5

 ان في نقطة فوق مثالية.متقاطعان او متوازيين بعمود مشتري فانهما يتقاطع

 

 

                                                                  d   

                                                         a             c 

 

                                                         m             b 

                                                                      n       

 

 Elliptic Geometryثانيا: الهندسة الاهليليجية ) الناقصية (  

الهندسة الاهليليجية هي احدى الهندسات ال اقليدية والتي اول من اشار اليها هدو العدالم الالمداني 

ذ نقدديض بديهيددة بليفيددر ) احدددى مكافئددات بديهيددة م( وىلددك باخدد1466-1496بيرنهددارد ريمددان )

التوازي لاقليدس( والذي هو ) لا يمكن رسم أي موازي لخط معلوم من نقطة خارجة عنة ( وهدذا 

 يعني عدم وجود التوازي في هذل الهندسة.

في دراستنا السابقة للهندسة الاقليدية والهندسة الهذلوليدة بيندا بانده لا يوجدد فدرق بدين خدط غيدر 

تهي وخط غير محدود, ولكن في هذل الهندسة مي  ريمان بين فكرة الخط غيدر المنتهدي والخدط من

غيددر المحدددود, حيددي افتددرو ريمددان الخاصددية التاليددة للخطددوط ) جميددم الخطددوط منتهيددة وغيددر 

 محدودة(.

 لو افترضنا ان خطا مرسوما حول كرل ) أي انه دائرة ( -مث  :

غير محدود في المفهوم الذي فيه تستمر طول الخط منتهي ولكنه بما ان محيط الدائرة معلوم فان 

حددول الكددرل بدددون توقددف. وان هددذا لا يندداقض بديهيددة التددوازي فقددط لكندده يندداقض الفرضددية بددان 

 الخطوط غير منتهية في الطول. وبهذا تكون الكرة هي نموىج لهذل الهندسة.

ببدديهيات الرتبدة ) البدين ( لان لانهائيدة ومن الم حظ ايضا في هذل الهندسة هو لا تستطيم الاخدذ 

اىن  A, C  تقدم بدين النقطتدين  Bالخط هي نتيجة لهذل البديهيات ولا نستطيم القدول بدان النقطدة 

 يجب حذف بديهيات الرتبة ويحل محلها بديهيات الفصل.
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 مدن Dعلدى الددائرة حيدي لاتسدتطيم الوصدول الدى النقطدة  B, Dتفصد ن  C, Aمث : النقطتين  

 C                                                        .Aدون المرور بالنقطة  Bالنقطة 

                               

                                                                                 B                         D 

 

                                                                                                 C 

 

بالاضدافة للنقداط الواقعدة بينهمدا لديس لهدا معندى  B, Aالمكونة من النقطتدين  ABوكذلك القطعة 

 على الدائرة .

 تمثيل الهندسة الاهليليجية:

سدطح الكدرة حيدي مثدل فيده  لقد استطاع ريمان ايجداد فضدان تتحقدق فيده فرضدياته وكدان ىلدك هدو

الخطوط بدوائر عظمى على سطح الكرة وسمى تلك الهندسة بالهندسة الاهليليجية الم دوجدة لان 

كل خطين في هذل الهندسة يتقاطعدان فدي نقطتدين مختلفتدين حيدي تسدمى هداتين النقطتدين بالنقداط 

تمثيددل هددذل الهندسددة المتقابلددة )وهددي النقدداط التددي تجدد ن الخددط الددى قطعتددين متسدداويتين ( ويمكددن 

باستخدام المصطلحات والمفاهيم الاقليدية وىلك باستخدام الهندسة الكروية الاقليدية حيي النقطدة 

على كرة وقطعة المستقيم في هذل الهندسة تمثل نقطة على سطح الكرة والخط يمثل دائرة عظمى 

دائرة يصدل بدين مدن دائدرة عظمدى والبعدد بدين نقطتدين يمثدل طدول اقصدر قدوس مدن الد تمثل قوس

النقطتين وال اوية تمثل زاوية كروية مكونة من دوائر عظمى وقياس ال اويدة هدو قيداس ال اويدة 

 الكروية.

وكذلك توجدد هندسدة اهليليجيدة احاديدة حيدي كدل خطدين فيهدا يتقاطعدان فدي نقطدة واحددة. ويمكدن 

       الحصول على نموىج الهندسة الاهليليجية الاحادية باخذ نصف كرة فقط.

                                                    

 الاهليليجية الهذلولية الاقليدية 

 نقطة واحدة على الاكثر نقطة واحدة في الاكثر يتقاطم المستقيمان في
نقطددة واحدددة ) الاحاديددة ( 

 نقطتان ) الم دوجة (

 Pمسدددددددتقيما و  lلددددددديكن 

 فانة lنقطة لا تقم على 

احد يوجد موازي واحد وو

 Pمن  lفقط للمستقيم 

 lيوجد موازيان للمستقيم 

 Pمن 

مدن  lلا يوجد موازي الدى 

P 

يفصددددددل المسددددددتقيم الددددددى 

 نصفين 
 ك  بواسطة نقطة بواسطة نقطة

عمددددددودان علددددددى نفددددددس 

 المستقيم يكونان
 متقاطعان غير متوازيين متوازيين 

 اكثر من زاويتين قائمتين يناقل من زاويتين قائمت يساوي زاويتان قائمتان مجموع زوايا مثلي

 


